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PRÉFACE- 

J ’a I cru qu’en réunifiant fous un même titre S>c 
dans un même, volume ce que j’ai publié depuis 
trois ans , il étoit à propos de développer avec quel- 
que étendue l’objet de mon travail , & ce que j’ai 
exécuté du plan que je m’étois formé. 

Il n’eft queftion dans ce que j’ai donné que de 
Calcul intégral ; & fans m’arrêter à aucune mé- 
thode i ni à aucun cas particulier , je ne l’ai envifagé 
que dans fa plus grande généralité , afin d’en appro. 
fondir mieux la nature , de parvenir à des méthodes 
auxquelles rien ne pût échapper , & de donner aux 
Géomètres. un moyen quelquefois long, mais tou- 
jours sûr, de parvenir à la folution de tous les pro- 
blèmes particuliers qui en dépendent. Les fuccef- 
feurs de Newton ont enrichi l’analyfe de l’Infini 
d’un grand nombre de méthodes ingénieufes & 
profondes qu’ils ont appliquées avec fuccès à des 
problèmes très compliqués , mais le Calcul en lui- 
même a été très rarement l’objet de leurs recher- 
ches. Jean Bernoulli a ajouté aux découvertes de 
Newton celle du Calcul des fonétions logarithmi- . 
ques & exponentielles : on doit- à, d’Àlembert . 
le Calcul des difierencés partielles , c^cul fi impor-. . • - 
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tant pat'fes ufages dans la théorie du- mouvement 
des fluides-ou des corps flexibles. Les découvenes 
de MM. Fontaine & Euler fur les équations de 
condition , & diflérentes remarques importantes ré- 
pandues dans leurs Ouvrages , etoient encore pour 
moi des fecours bien précieux. C’eft de-Ià que je 
fuis parti &c que j’ai envifagé le Calcul intégral dans' 
les trois hipothefes des différences évanouiflanres , 
des différences finies & des différences partielles. 
L’application des fuites infinies ou indéfinies à l’in- 
tégration, les méthodes d’approximation , & l’ufage 
de toutes ces méthodes pour les problèmes de Dy- 
namique ont été enfuite l’objet de mes réflexions ; 
en voici le réfultat. 

Une équation différentielle étant donnée on 
doit examiner fi elle a une intégrale, chercher en- 
fuite cette intégrale , en difeuter la nature ; enfin 
comme l’intégration introduit des arbitraires , il faut 
les déterminer. Dans le cas où les différences font 
évanouiffantes , il faut favoir d’abord quand une 
fonébion différentielle d’un nombre quelconque 
de variables d’un ordre quelconque , eft une 
différentielle exade d’une fonébion d’un ordre inl- 
médiatement inférieur ou Amplement inférieur , 
ou finie. Je. recherche donc les équations de condi- , 
tion qui doivent avoir lieu dans ce cas , & je trouve 
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■qu elles fe peuvent donner fous une forme allez 
fimple , & qui n’exige point , lorfqu’il n’eft pas 
queftion d’une intégrale immédiatement inférieu- 
re, qu’on connoifle les intégrales intermédiaires. 
Je tire de ces conditions une maniéré de repré- 
fenter une fonétion qui eft une différentielle exaébe 
"fous une forme qui la rende intégrable par la mé- 
thode des quadratures appliquées à un nombre 
quelconque de variables. Cette méthode réduit 
immédiatement à une feule intégration celle des 
différentielles exades de quantités d’un ordre moins 
élevé de plulîeurs unités , toutes les fois qu’aucune 
différence n’eft fuppofée conftante. En effet dans 
ce cas les intégrales intermédiaires font algébriques; 
mais fi une différence eft fuppofée conftante, alors 
les intégrales intermédiaires peuvent contenir des 
fondions logarithmiques. Soit dx cette différence, 

, V la fondion propofée , B /bn intégrale , ^ = A^, 
‘on aura ^=zf.N$ Ôc appêllant B' h fécondé 

intégrale , ^ ainfi de fuite , oùyTJV 

'ne contient point de mnfeendante, fans quoi V 

'en côntiendrpit mûs Jlf.S peut en contenir. 

Au rèfte, on peut trouver jCiV fans inté^ation. 

Prenant, ea effet dB,, ■ retrànchànt-de -Kdes 

• • 
a LJ 
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valeurs de ^dy, ^-,dp, ôcc. qui font 

données , &c divifant le relie par dxy on aura d’un 
• côté & de l’autre fa valeur exprimée en 

& conféquemment donnée ^ar l’hypothefe. 

Calcul inté- Connoiflant une fois les équations de condition 
& fulv^*® pour les fondlions qui font des différentielles exac- 
tes , il m’eft aifé de connoître celles que je dois 
avoir pour qu’une équation dÜTerentielle propofée 
ait une intégrale , ou d’un ordre immédiatement 
. inférieur, ou fini. En effet , il n’y a aucune fonction 
difiérentielle , qui , multipliée par une autre fonc- 
tion , ne devienne une différentielle exaéle , la fonc- 
•tion qui multiplie pouvant être une différence quel- 
conque divifée par la propofée , &c dont la propofée 
efl faite égale à zéro ; cette fon<flion devient infi- 
nie , à moins que le numérateur , qui efl une diffé- 
rentielle exaéle, ne devienne aufli zéro : donc tou- 
tes les fois qu’une différence exaéle efl nulle en 
même tems que la propofée , on peut fuppofer que 
le fadeur ne devient point infini lorfque la pro- 
pofée égale zéro ; donc en ce cas on peut , dans les 
équations de , condition identiques , fuppofer <^ue 
tous les termes qui font multipliés par la propofee , 
.& qui contiennent des fondions dépendantes du 
fadeur , font Auls lorfque la fondion prppofée eft 
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égalée à zéro. Mais lî on a une équation identique, 

& qu’on fafle une fuppofition dans quelques uns 
des termes , il eft clair que dans la même hy pothefe 
le relie devient nul; donc ce qui relie de l’équation, 
de condition ell nul lorfque la propofée, l’ell , ou 
bien ell identique : ces principes me conduifent à 
des équations de condition qui n’exigent pour au- 
cun cas la connoilTânce des intégrales. J’ai dit que 
lorfqu’une équation étoit poflible , le numérateur 
du faéleur pouvoir être une diifércntielle exaéle qui 
devient nulle en même tems que la propofée ; ôc 
cela peut arriver de plufieurs maniérés, ou immé- 
diaterhent , lorfque la valeur de la plus haute diffé- 
rence prife de la propofée rend, nulle cette diffé- 
' rentielle exafte , ou bien lorfque ces deux fonélions 
deviennent enfemble égales à zéro; en fuppofanc 
nulle une fonétion d’un ordre inférieur , l’équation 
différentielle n’a alors qu’une intégrale incomplette 
qui ne contient point d’arbitraires, & qui ell cette . , 
même fonélion dont je viens de parler : dans ce cas 
les équations de condition fe trouvent avoir lieu 
en venu de la fuppolîtion de cette fondlion égale caicui mé- 
à zéro, ce qui donne moyen de le dillinguer des 
autres , & de trouver cette fonâion même, par la 
comparai fon des équations de condition avec la 
.propofée. 
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Le cas des folutions incomplettes eft le feul oii 
l’on puill'e fans intégracion réfoudre une équation 
didérentielle, car dans tout autre il faut que la fo- 
lution contienne des arbitraires &: quelquefois des 
tranfcendantes. J’obferverai encore que la fuppo- 
fition de la propofée égale à zéro dans l’équation de 
condition , eft d’autant plus nécelfaire , que fi je 
cherche immédiatement les valeurs des différences 
partielles du facteur , &c que je les trouve , ce qu’au- 
delà du premier ordre je ne crois pas poffible en 
général , j’aurai le même réfultat que par ma mé- 
thode, fi par hafard elles font finies ; mais elles fe- 
ront naturellement , ce me femble | , c’eft-à-dire , 
auront une valeur indéterminée dans une infinité 
de cas. Je crois être le premier qui ai réfolu ce pro- 
blème , du moins je n*en connois aucune autre folu- 
tion que la mienne. 

A l’aide des principes que j’établis , je démontre 
analytiquement que toute équation du premier or- 
dre entre deux variables a une folutioncomplette; 

3 ue toute équation d’un ordre quelconque entre 
eux variables ou une différence, eftfuppofée conf- 
tante & généralement intégrable. 

Lorfqu’on fait qu’une équation admet une fo- 
lution générale, il eft queftion de la trouver, 6c 
la folution générale de ce problème fe doit natu- 
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Tellement tirer de la nature de la différentiation. 
Il eft aifé de voir d’abord que cette opération ne 
peut faire difparoître que des confiantes , & qu’on 
retrouve dans la différentielle les mêmes fonctions 
que dans l’intégrale , à moins qu’une fonélion 
tranfcendante n’ait une différentielle algébrique , 
ou une différentielle qui ne contienne point de nou- 
velle tranfcendante. On trouve pour le premier cas 
une fuite indéfinie de logarithmes à laquelle on peut 
ajouter une confiante qui refie arbitraire ; & pour 
le fécond on trouve une exponentielle qui a pour 
expofant une fonélion comme la précédente , plus 
une fonélion algébrique , & c’efl la même conf- 
tante qui refie arbitraire ; en forte que dans le pre- 
mier cas on a la fomme d’un nombre indéfini de lo- 
garithmes ; & dans le fécond le produit d’un nombre 
indéfini d’exponentielles &c d’interfeendantes. 

On pourroic prouver qu’une telle fondion loga- 
rithmique efl la feule dont la différence foit algé- 
brique, par la théorie de l’intégration des fonélions 
rationnelles qu’ont donnée Jean Bernoulli & M. 
d’Alembert. La même chofe fuit également de la 
nature de la queflion : en effet, fi on confîdere une 
fondlion tranfcendante indépendamment de toute 
fuppofition , elle ne peut être qu’une fondion fuf- 
ceptible d’une valeur réelle , qui ne foit point don- 
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née par une équation algébrique , & qui puifle con- 
tenir O ou oo fans être o ni oo , ou des expofans ab- 
folument indéterminés. Cela pofé , fi on cherche 
les formes que peut avoir une telle fonétion qui 
foit fîmple , & qu’on les veuille affujettir à cette 

condition , on ne trouve que^ -t- fonétion qu’on 

fait être un logarithme. Quant au fécond cas , on 
prouveroit également que la fondUon que j’ai indi- 
quée eft la feule qui puiffe convenir : en effet, foie 
cette tranfeendante unefonétion de X que j’appelle 
y , j’aurai par l’hypothefe y donné par une équa- 
tion du premier ordre enjy, dy a X , c/X étant 
algébrique : donc X ne peut contenir que des fonc- 
tions logarithmiques où entre ^ : donc^ ne peut 
X 

contenir que e . 

On peut aux fonctions. tranfeendantes dont je 
parle ici en fubftituer qui naiffent de la confidéra- 
tion du cercle ; en effet, la fonction logarithmique 
peut être regardée comme la fomme d’un nombre 
indéfini d’angles dont les cofinus foient des fonc- 
tions algébriques , & qui foient multipliées par des 
coefficiens conllans : la fécondé efpece de fonc- 

tion eft une exponentielle dont une pareille fonc- 
tion eft l’expofant , c’eft-à-dire , à caufe de l’expref- 
flon des cofinus en exponentielles , le cofinus d’une 

fuite 
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fuite d’angles comme ci-delTus , plus un angle égal 
à une fonétion algébrique. Indépendamment de 
l’utilité dont peut etre le changement , lorfque des 
tranfcendantes fe préfentent compofées d’imaginai- 
res , j’en tire des conféquences utiles fur la forme 
des intégrales regardées comme repréfentant des 
courbes. On peut remarquer encore qu’il fuit de-là 
qu’il n’y a que deux lignes de nature différente la 
droite 6c la circulaire ; & qu’il arrive précifément 
que les tranfcendantes , qui analytiquement ont 
une exprefïion faufle, fe trouvent en avoir une 
vraie géométriquement , & que celles qui ne font 
pas conftiuétibles par le cercle fe trouvent l’être par 
l’hyperbole. Si on confidere une équation du pre- 
mier ordre , les deuxclaffes rentrent l’une dans l’au- 
tre ; mais fi on confidere les ordres fupérieurs , de 
qu’on fuppofe les tranfcendantes fans différences , 
alors il y en aura un nombre égal à l’expofant de 
l’ordre de l’équation , ce qui , appellant n ceç ex- 

pofant , donne un nombre z ” ‘de formes différen- 
tes. Dans mon Calcul intégral j’ai fuppofé un nom- 
bre 3 de formes , pareeque je diftinguois la for* 
me interfeendante de la forme exponentielle : mais 
je crois cette nouvelle divifion. préférable , plus 
commode dans la pratique de plus naturelle. Ce 
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que je dis au même endroit fur la manière dont 
font compofées ces tranfeendantes pour les diffé- 
rons ordres , fuflit pour montrer de quelle maniéré 
peut être fonnée i intégrale finie d’une équation 
différentielle d’un ordre quelconque , & ce que les 
différenciations fucceffives peuvent faire évanouir 
des fon étions qui fe trouvoient originairement dans 
l’intégrale , dont les différences font confondues 
dans la difRrentielle. 

Après avoir déterminé ce qui diftingue entre 
efles les équations intégrales des différens ordres , 
j’examine chaque ordre en particulier , & ce qui 
naît du différent dégré ou peuvent monter les dif- 
férences dans réquarion mife fous une forme ra- 
rionnelle.Pour le premier ordre, il ne peut fe trou- 
ver dans l’intégrale de radicaux plus élevés que ceux 
^ dégré où montent les différences ; & les radicaux 
de ce dégré ne peuvent fe trouver encore dans la 
fbnéHon tranfeendante ou logarithmique, fans être 
la racine d’une même équation algébrique de cet 
ordre :• la fomme enfin de tous les expofans de ces 
radicaux , s’ils font moins élevés, doit égaler l’ex- 
pofant de ce dégré. Pour les ordres fup^ieurs, il 
lae peiu fe trouver dans k tranfeendante de la pre- 
mière intégrale J ni dans la fbnâion différentielle 
algébrique , de radicaux plus élevés que l’expofanc 
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de la plus haute différence : il ne peut non plus y 
entrer dans la fécondé intégrale , de radicaux plus 
élevés que l’expofant de la plus haute différence de 
la première , divifé par celui du radical qui entre 
dans la première tranfeendante, &c ainfi de fuite. 
Je palTe de-là à examiner en particulier les équa- 
tions du premier ordre làns radicaux ; & je trouve , 
par un procédé très (impie , les formes générales 
d’intégrales qui les peuvent jproduire ; mais il peut 
arriver que les formes générales d’intégrales pour 
un degré , donnent des équations différentielles 
d’un degré inférieur; & cela, foit pareeque les coef- 
ficiens des rangs fupérieurs deviennent nuis tous à 
la fois , foit parccqu’ils font tels que la propofée ait 
un faékeur. Cet abaiffement n’a lieu de la première 
maniéré , que jufqu’à un certain point ; mais celui 
de la fécondé eft indéfini. C’eft à M. de la Grange 
que je dois cette remarque. Cela pofé , fi l’on veut 
conftruire une Table d’inœgrales , il faut aux for-^ 
mes générales , pour chaque cas , ajouter par ordre 
ces nouvelles intégrales, que, pour le cas indéfini, 
il faut mettre fous une forme indéfinie ; ce qui fera 
d’autant moins difficile , qu’il y a lieu de croire 
que, pour claaque cas , le nombre des fonérions 
logarithmiques eft fixé. Je penfe auftlquc le nombre 
des formes pour les intégrales purement algébriques 

bij 
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xîj PRÉFACE, 

n’eft pas indéfini ; mais je n’en ai aucune preuvé 
concluante. On parviendra aufii par-là à trouver 
pour chaque degré l’intégrale de la différentielle , 
les coefficiens étant quelconques; mais cette inté- 
grale aura une forme fautive dans les cas particu- 
liers où l’intégrale doit être plus élevée. Ces re- 
cherches entraînent tant d’embarras , fur-tout fi 
( ce que je ne crois pas , quoique le contraire ne 
foit pas démontré ) il arrivoit que le nombre des 
logarithmiques ne fût point déterminé pour chaque 
cas , que j’ai cru devoir chercher quelque autre 
moyen général de trouver l’intégrale d’une équa- 
tion propofée. Et d’abord , foit cette équation du 
premier ordre & fans radicaux ; il eft clair que , la 
multipliant par une fonction rationnelle qui ait un 
numérateur & un dénominateur indéfini , elle de- 
vient une différentielle exaéte : or , dans le cas des 
différentielles exaéles , le dégré où monte naturel- 
lement l’équation différentielle , n’eft affujetti qu’à 
l’abaiffement de la première efpece, qui n’eft pas 
indéfinie ; &: par conféquent le nombre des formes 
d’intégrales générales pour un nombre quelconque 
de variables , eft alors , pour chaque équation , fini 

déterminé; & l’on trouvera, en les eflàyant, 
celle qui convient. 

Si l’équation contient un ou plufieurs radicaux „ 
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je la multiplie par des fuites où ces radicaux entrert, EdairciiTc- 
comme les autres variables i & j’en détermine les 
cocfïiciens , pour que la propofée foit une différen- 
tielle exaéte. Je regarde enfuiteces radicaux comme 
de nouvelles variables ; & à caufe que leur diffé- 
rence eft une fonélion rationnelle des variables de 
leurs différences, & de la nouvelle variable égale 
au radical , j’ajoute à l’équation une fonélion in- 
définie , multipliée par la différence de cette nou- 
velle variable , moins la même fonétion mutipliée 
par fa valeur ; je détermine les coefficiens, en fup- 
pofant que la propofée foit une différentielle exade 
de toutes ces variables, ce qui doit néceffairemenc 
avoir lieu : par-là je réduis la propofée à une équa- 
tion fans radicaux entre plufîeurs variables , qui s’in- 
tégre par la méthode que je viens d’expofer. On 
auroit pu , avant de chercher le fadeur , fubftituer 
les fuites qui font difparoître les radicaux , les dé- 
terminer d’après la condition que la propofée foie 
poffible , les nouvelles variables étant regardées 
comme telles : alors on auroit une équation fans 
radicaux , qu’il faudroit enfuite rendre une diffé- 
rentielle exade. Au refte, un radical qui contien- 
droit fous lui d’autres radicaux , peut êtte ici traité 
comme un radical fîmple. 

Paffant aux équations des ordres plus élevés , il 
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CaJcttI imé- faut rcmarc|uer qii elles peuvent être telles qu’au- 
S'-**.pag } 5 . cune des différences ne foit fuppofée conftante, ou 
qu’une le foit. Dans le premier cas , l’arbitraire 
peut etre ou une conftante finie, ou une conftante 
finie multipliée par une diftérentielle quelconque, 
qu’on fuppofe conftante. Dans le fécond , elle el^ 
une conftante finie, ou une conftante finie multi- 
pliée par la différentielle conftante. Dans le pre- 
mier, les intégrations fucceflives peuvent intro- 
duire une nouvelle variable dans l’intégrale; mais 
cela n’a point lieu dans le fécond, & il s’y trouve 
feulement des fon<ftions i'emblables de la variable 
dont la différence y eft fuppofée conftante : cepen- 
dant, la propofée ayant une intégrale exaéfe , on 
peut, pour le premier cas, fuppofer conftante une 
des diftérentielles , intégrer en conféquence; & 
l’intégrale fera la même que celle de la propofée , 
à cela près, qu’aux fon<ftions de la variable dont la 
différence eft conftante , il faut fubftitucr des fonc- 
tions femblablcs d’une variable quelconque, dans 
- les termes qui font nés de l’intégration par l’addi- 
r;iairci(Te- tion dcs arbitraires. Si donc j’ai une équation a in- 
rnLiu,pag.77 , d’un otdte ' quclconque , je la mets fous 

une forme telle que les plus hautes différences ne 
montent qu’au premier dégré ; & regardant les dif- 
férences divifées parla différence conftante, comme 
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de nouvelles variables , ce qui m eft permis , je 
cherche à la rendre une différentielle cxa£te , en la 
multipliant par une fbntbon rationnelle itnléfinie 
de toutes les variables , dont je détermine les coefii- 
ciens par les équations de condition que l’on a pour 
ce cas : je la mets enfuite dans la forme qu elle doit 
avoir pour être intégrée par rapport aux différences 
regardées comme de rmuvelles variables ; âc alors 
elle eft dans le cas des équations du premier ordre, 
& s’intégre de même. Il faut obfêrver que les fonc- 
tions irrationnelles qui contiennent les variables de 
réqnatkm & leurs différences , doivent entrer dans 
la fuite indéfinie, de meme que ces variables te 
leurs différences , & qu’on réduira la propofée à 
n’avoir plus que des fonctions rationnelles , par la 
méthode que j’ai indiquée ci-defTus. En regardant 
les différences comme de nouvelles variables , il eft 
aifé de s’afTuret , i*. que la première équation inté^ 
grale de l’ordre inférieur d’une unité, donne une 
valeur algébrique de la tranfeendante qui y entre ; 
& que fubftituant cette valeur dans la féconde in- 
tégrale de l’ordre inférieur de deux unités , elle ne 
contient plus qu’une tranfeendante; que met- 
tant dans fa troifieme intégrale les valeurs algébri- 
ques des deux tranfeendantes que donnent les deux 
premières, H nen reftera plus qu’une féale, 
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ainfi à l’infini ; de forte qu’on a autant d’équations 
de l’ordre immédiatement inférieur, toutes inté- 
grales de la propofée , qu’il y a d’unités dans l’ex- 
pofant de l’ordre de diftérences , &c qu’on peut les 
fuppofer toutes de la même forme ; que ces 
équations étant fuppofées toutes connues , on en 
peut tirer la vraie intégrale de la propofée , parce- 
qu’il y en a une dans laquelle la tranfeendante eft 
finie, & que prenant de celle-là la valeur de la plus 
haute différence, ôc fubftituant dans toutes, on en 
trouve encore une où la tranfeendante eft auffi fans 
différence , & ainfi de fuite ; & il en fera de même 
des confiantes. 3 “. La fuite que rend la propofée 
différentielle exaéle , aura donc un pareil nombre 
de valeurs; &c les trouvant toutes fucceffivemenc, 
& intégrant chaque équation qui en ré fuite, comme 
je l’ai dit ci-deflus, on aura l’intégrale cherchée. 
Au refte , les termes qui ont des expofans indéter- 
minés , les tranfeendantes qui fe trouvent dans la 
propofée , fe traiteront précifément comme les ra- 
dicaux, & on en réduira également l’intégration a 
celle d’une équation rationnelle du premier ordre. 
M. Euler a remarqué qu’une équation différentielle 
avoit quelquefois certaines folutions particulières 
qui ne fe trouvoient pas dans l’intégrale générale. 
J’indique le moyen de les trouver, 11 confifteà pro- 
duire 
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duire la propofée par la diftérenciacion de fon in- 
tégrale , à égaler à zéro tous les faéteurs finis , 
ou d’un ordre moindre , par lefquels il a fallu di- 
vifer les différences, afin quelles donnaflencla pro- 
pofée. Toutes ces équations , en effet, la réfolvent, 
6c ne doivent point entrer dans l’expreffion de l’in- 
tégrale générale. Telle eft la méthode d’intégrer 
que je préfente aux Géomètres : elle eft abfolumenc 
générale, &r, fi je ne me trompe, auffi fimple 
que le permet la nature de ce calcul; il ne faut 
d’ailleurs , pour s’en fervir d’après les formules 
que j’ai développées dans mes Ouvrages , que les 
connoiffances les |>lus élémentaires du Calcul de 
l’infini : je crois meme (^ue fi l’on avoit à chercher 
l’intégrale d’une équation tant foit peu compli- 
quée, le procédé de cette méthode feroit foüvent 
plus court & plus fur que celui des méthodes indh 
reétes qu’on pouvoir choifir. .. 

On peut, eri attendant la conflruéfion des Ta-* 
blés nécefTaires pour fe fervir de -cette méthode y 
employer celle des fractions' rationnelles, en ob- 
fervant feulement qu’il faut répéter l’opération au- 
tant de fois qu’il y à de variables , les ajouter, en- 
femble, en ne prenant qu’une feule fois les termes ‘ 
qu’elles ont communs. Cette médiode'fe trouvé 
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cxpofée dans le Calcul intégral de M.de Bougain-' 

ville , fécondé Partie. 

On voit que, pour rendre la méthode générale, 
il faut connoître , i“. les équations de condition 
pour tous les cas : le Théorcme de la Remarque II 

du Calcul intégral , page 1 1 : 3”. le nombre & la 
nature des tranfcendantes qui peuvent entrer dans 
une intégrale , & la maniéré dont on en peut tirer les 
différentes intégrales de l’ordre inférieur qui appar- 
tiennent à chaque équation : fans cette connoif- 
fance , on ne feroit jamais fur d’intégrer ; car on 
ne peut favoir, fans connaître l’intégrale , fi une 
équation différentielle en a une algébrique ; une 
méthode qui n’enfeigneroit qu’à trouver ces inté-r 
grales , ne feroit prefque d’aucun ufage : 4“. la ma- 
niéré de rappeller les tranfcendantes, les expofans 
indéterminés & les radicaux à une forme ration- 
nelle, du moins- pour les ordres fupérieurs. Mais 
cette deriiiere connoiflfance étoit moins indifpen- 
l^ble. Je crois mavoir été précédé par perfonne 
dans les méthodes que je propofe pour tous ces 
points, non plus que dans la conftruétion des Ta- 
Wes, pour lefquelles je dois à M. de la Grange 
de m’avoir fait appercevoir. des correétions qui y 
étoient nécëffaires. ■ 

Lorlquei’on a une équation finie &: algébrique,' 
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on en peut toujours déduire une des coordonnées 
égale à une fonétion algébrique des autres ; & il 
ne faut pour cela que réfoudre une équation algé- 
brique à une variable, ce qui fe peut en général : 
on peut même , par quelques obfervations allez fîm- 
ples, voir quelles formes conviennent à ces équa- 
tions pour les dilférens dégrés s’alTurer que le nom- 
bre en eft fini , & trouver enluite quelle ell celle 
qui convient, en les eflayant luccellivcment. 11 
n*en eft pas de même des équations finies où il entre 
des tranfeendantes qui contiennent toutes les va- 
riables , toutes les fois qu clics ne peuvent fe rap- 
peller à une équation algébrique , ou qu’on ne peut 
faire enforte , en transformant les tranfeendantes , 
qu’une des variables ne s’y trouve plus. Si l’on vou- 
loir que réciproquement on eût l’une en l’autre , il 
faudroit que cette opération pût s’exécuter pour 
chaque variable. Il fuit de-là que les équations in- 
tégrales d’une différentielle donnée font de deux 
fortes : on peut tirer des unes la valeur d’une des 
coordonnées égale à une fon(ftion des autres ; cela 
eft impoftible dans les autres. Ces deux cas fe peu- 
vent diftinguer par des équations de condition 
d’une efpece particulière ^ èc j’indique la maniéré 
dont il faudroit s’y prendre pour y parvenir. <Ces 
équations font à l’égard des équations abfurdes, ce 
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Lettre à M. ^ l’égard des imaginaires les fonétions 

^Aicmbcrt , irrationnelles où tranfeendanues ; c’eft-à-d ire qu’on 
. peut toujours conftruire ces équations j du moins 
par un mouvement continu ; qu’on peut meme 
trouver par approximation leur valeur, ôc que cette 
Lettre àM. valeur ne doit pas meme contenir plus de tranfeen- 
^Akmbctt , l’intégrale infolublequi y répond. J’exa- 

mine aulTi la méthode de féparcr les indéterminées 
par des fubftitutions. Je trouve qu’elle ell générale 
en elle- même; que les réfultats ou elle conduit, 
donnent des équations féparées , dont la conftruc- . 
tion une fois fuppofée, conduit à la poflibilité de 
la conftruéHon des équations différentielles qui ne 
Lettre à M. font point abfurdes. De l’abfurdité d’une équation 
’ différentielle, on n’a point droit de conclure l’im- 
poflibilité du problème qui y répond , pareequ’en 
, général cela peut fimplement lignifier que le pro- 

blème eft plus que déterminé, & qu’il faut avoir en- 
core une nouvelle équation ; ou bien, fi la propofée 
eft d’un ordre fupérieur, & qu’il n’y ait aucune 
différence conftante , qu’il faut avoir une équation , 
toujours poffible, entre une des variables, & une • 
autre quelconque , dont h différentielle foit cohf- 
tante, & qui ne fe trouve point dans la propofée. 

Lettre à M. * Si une équation différentielle eft telle que l’on 
; peut tirer de fon intégrale y égal à une fonétion 
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àeXj lorfqu elle cft entre ces deux variables, on 
peut rechercher quelle eft cette fonction de a:, qui, 
îubftituée dans l’équation propofée, peut la rendre 
identique, en déterminant feulement fes coeft-i- 
ciens. Il eft clair qu’une telle fonétion doit être 
repréfentée par une fuite indéfinie , qui s’arrête à 
un certain terme. Je trouve la forme générale qu’il 
faut donner à cette fuite pour un ordre donné , 
pareeque je trouve une maniéré de mettre Les difté- 
rentes fonétionstranfeendantes fous une forme fem- 
blable, qui ne différé d’une forme algébrique qu’en 
ce que les coclficièns ou les expofans qui font dans 
l’une finis ou rationnels , fe trouvent dans l’autre . 
irrationnels &: infinis. Je confidere ici les tranfeen- 
dantes , foit comme des logarithmes & des expo- 
nentielles ou interfeendantes , foit comme des an- 
gles & des cofirius : &c comme cette maniéré de 
• chercher l’intégrale pourroit être utile , & quelle 
fuppofe ici la folution des équations déterminées 
de tous les dégtés ( problème très compliqué ) , j’in-^ 
-dique le moyen de s’en pafler, du moins pour 
trouver l’intégrale , fi ce n’eft pour la détermina- 
tion des coefficiens. Soient en général Jc, y, les 
.variables qui doivent entrer dans une tranfeendante 

qu’une différenciation fait évanouir, on a = 

' Adx B dy Ay B y C étant algébri- 
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ques, 6c b érant zéro lorf^ue la tranfcendante eft 
une exponentielle. Cette reflexion donne un nou- 
veau moyen de llmplifier la métliode dont je vais 
parler. 

Problème • On peut, par la Ample fubftitution de a: -+-jp 
p '47 — î équation en jy , où efl; fup- 

pofé confiant , préparer toute équation dilFéien- 
. tielle entre ^ & x qui en peut réfulter , à avoir pour 

. LcttreàM. intégrale ^ égale à une fuite infinie, entière 6c 
d Akmbcrt , JP . ^ fl Pon cherche le terme gé- 

néral d’une telle fuite, on le trouve, pour chaque 
ordre , par une formule analogue , mais très com- 
pliquée. Cette formule contient un nombre indé- 
fini de termes, qui varie pour les diftérentes valeurs 
qu on donne à lexpofant du terme général. Comme 
il feroit très avantageux, lorfque cela eft poflible, 
de l’avoir exprimé par une fonétion finie de ce 
même expofant , qui contient des tranfcendantcs 
lorfque cela eft nécelTaire , je remarque que cette 
gCxpreflion eft égale à la racine d’une équation dif- 
férentielle ordinaire d’un certain ordre , ou , ce qui 
eft plus fimple, d’une équation aux différences fi- 
nies : alors il eft aifé de voir que, quelle que (oit. 
l’expreflion, elle eft égale à cette racine, l’équation 
étant intégrable fi l’expreflion eft réduéfible à un 
nombre fini de termes, & n’étant que conftruc- 
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tible fi elle ne l’eft pas. La fommation d’une fuite 
pour un nombre indéfini de termes , &c l’interpo- 
lation , fe trouvent également dépendre d’une pa- 
reille intégration. Si , après avoir ainfi déterminé 
la forme du terme général de la fuite qui répond à 
une équation difiérentielle d’un ordre &c d’un de- 
gré déterminés , on fuppofe une fonétion qui con- 
tienne les tranfeendantes convenables à l’ordre don- 
né , où les variables montent à un dégré inconnu , 
mais déterminé , & qu’on cherche la forme du terme 
général, on la trouvera donnée également j>ar une 
Fondion indéfinie , qu’on recherchera à réduire à 
une fondlon finie , ou du moins , fi cela eft im- 
pofiible , à une fondion indéfinie de la meme forme 
que celle du terme général de la fuite qui répond à 
réquation différentielle , afin que par la comparai- 
fon de ces deux termes , on détermine les coeffi- 
ciens inconnus &: le dégré de l’intégrale. 

. Après avoir donné une méthode .d’intégrer , à 
laquelle aucune équation ne puifïè fe fouflraire ; 
après en avoir difeuté quelques autres qui s’y rap- 
pellent , ôc dont aucune ' n’efi: plus fimple , étant 
prife dans fa généralité , il ne me refte plus qu’à 
parler de la détermination des confiantes que la 
différenciation fait difparoître , & que Tintégration 
iaiffe arbitraires. Cette détermination , qui n’efi 
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d’ufage que lorfqu’il cft qucftion de réfoudre un 
problème particulier, n’cll: afllijettie qu’à une feule 
loi ; c’eft que l’arbitraire doit être conllante lorfque 
lettre à M. les changeantes font fuppofées varier : le relie dé- 
N* 1 ’ pend des fuppofitions qu’on peut faire. Si l’équation 
étoit entre variables dont la différence ne fût point 
Calcul int(î. conftante , & quelle fe trouvât d’iin ordre fupé- 
£«i-p. 33. ^ piiit^grale pourroit contenir une nou- 

velle variable , dont la différence fçroit conftante.' 
Les coeftîciens de cette variable font des arbitraires 
confiantes elle-même relie arbitraire , & doit être 
déterminée par certaines conditions du problème , 
étrangères à l’équation propofée. 

Problcme La méthode générale eft quelquefois très longue ; 
p.'n’afruv!’ on ne connbît point de méthodes particulières plus 
courtes : & Il alors une méthode d’approximation 
d eft fufHfante pour le but qu’on fe propofe, il eft 

NMX. ’ plus commode de renoncer aux méthodes exaéles, 
& de l’employer.- J’entre dans un affez grand dé- 
tail fur ces méthodes , qui , malgré je ne fais quelle 
incertitude dont peut-être on ne peut les débarraf- 
fer , font fî utiles dans les problèmes qui regardent 
le mouvement des planètes i & conféquemment fi 
intéreffantes dans un tems oàcette matière eft l’objet 
Lettre à M. dcs techerclies des plus grands Géomètres. Ce que 
K'. Ut. je trouve de plus avantageux , elt une équation 

différentielle 


Digitized by Google 


XXV 


PRÉFACE. 

difFérentielle dont la forme générale,' lorfcju’on ne 
cherche qu’une valeur approchée , fe trouve , à l’aide 
de diverfes remarques , intégrable par une méthode 
plus fimple , plus courte & plus commode que la 
méthode générale , & qui s’étend même à d’autres 
cas aflez étendus. Il eft fur- tout avantageux de trou- 
ver l’exprefîion approchée fous fa vraie forme , ou 
fous une forme qui n’induife pas en erreur ; &c je 
me fers pour cela , avec aflez de fuccès , des prin- 
cipes généraux que j’ai donnés fur les formes des 
équations intégrales , & la nature de leurs fonc- 
tions tranfcendantes. 

Jufqu’au tems de Defcartes, la Géométrie avoit 
fait une fcience féjj^rée de l’ Algèbre , qui ne s’exer- 
çoit que fur des nombres. Ce grand homme réunit 
l’une ôc l’autre , & toutes deux firent des progrès 
immenfes : il tenta même avec fuccès de les ap- 
pliquer à la connoiflànce de la Nature. Newton 
le mivit de près , perfectionna l’Analyfe & la Géo- 
métrie , inventa les nouveaux Calculs ; & làififlànc 
le vrai principe qui lie le Calcul à la Méchanique, 

& la Méchanique à l’explication des phénomènes, 
créa ; pour ainn dire , une nouvelle fcience. Ce fut 
l’époque d’une révolution daqs cette partie des coh- 
noiflances humaines.* La féchereflfe des Mathéma- . . 
tiques, qui rebutoit une foule d’efpritç, a cefle 
■ ' *• * ' d ' 
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d’ècre un obftacle, dès quelles font devenues la 
route des découvertes les plus brillantes & les plus 
utiles de la Philofophie naturelle. L’eftime pu- 
blique , les fulFrages même des Géomètres , ont été 
le prix des applications heureufes de l’Analylè, 
|dutôt que des découvertes analytiques ; & les Sa- 
vans, dont la gloire eft la feule récompenfe, (c 
font en cela fournis à l'opinion de leur fiecîe. Qu’on 
me permette cependant de dire que je crois cette 
maniéré de faire des découvertes , peu favorable au 
vrai progrès de la fcience. Il me femble qu’il eft 
plus naturel de perfectionner , autant qu’on le peut, 
l’inftrument dont on veut fe fervir , & l’employer 
cnfuite, que de fe propofer un objet particulier , 
êc préparer l’inftrument pour ce feul objet. Il me 
fomble que c’eft ainfi que chez Newton les décou- 
venes purement analytiques en précédèrent l’appli- 
cation. C’eft aufïi la route que j’ai fuivie , en di- 
rigeant d’abord mes efforts vers les difficultés du 
Odcul intégral pris en Kii-même, fânsforyger en- 
core à en faire quelque apjdication. J’ai cherché 
cnfuite a faire quelque a|^katioB de mes prin- 
cipes , & vdki ce que j’ai trouvé. 
lettitiM Suppofant d’abord qu’un* point placé dans fef- 
«r Aieaben , pftce , & dont la pofitien y eft donnée à chaque 
jaoibnt par trois coordonnées perpendictrlaires , lofe 


Digitized by Google 


PRÉFACE. xxvi) 
animé de trois forces donc les directions foienc pa> 
ralleles à ces coordonnées , 6c en foienc des fonc- 
tions ; il efl clair que la courbe à double courburè 
qu’il décrit , eft toujours donnée par des équations 
poflibles, 6c qu’ainfi le problème l’eft néceflairement 
auffi. Je trouve réciproquement que les courbes étant 
données , rcxprelTion des forces eft également polli- 
ble ; 6c que , quant au nombre & a la nature des 
tranfcendantes, elles fe trouvent être les mêmes dans 
l’expreflion des forces 6c dans l’équation des cour- 
bes ; que celles-ci en contiennent autant que celles- 
là , & en peuvent contenir deux de ^lus ; 6c qu’en- 
fin , quelles que foient les courbes décrites par un 
fyftême de points , on peut, lorfque le nombre des 
tranfcendantes n’eft que le double de celui des 
points , trouver certaines forces générales qui s’exer- 
cent fur chacun de ces points, dont l’expreffion 
foit algébrique 6c convienne à chacun , en alter- 
nant les coordonnées 6c les coefficiens conftanS. 
Cette derniere remarque eft importante pour la 
recherche des caufes des phénomènes. 

M. d’Alembcrt eft le premier qui ait rappellé à 
un feul principe unique tous les problèmes de la 
Dynamique. Cette d^ouverte importante rappelle 
à de fimples difficultés d’analyfe, toutes celles du 
ealcul des mouvemehs des corps. M. delà Grange, 

d ij 
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fiti généralifant celui de la moindre a<Sbion & en 
Je combinant; avec celui de la confervation des 
forces vives , a donné une méthode fon Jîmple & 
fort élégante de trouver, dans tous les cas, lés équa- 
tions des problèmes. J’ai cherché à les tirer, par 
une méthode femblable , d’un principe plus direél 
indépendant des caufes finales ; & je déduis de 
ce principe purernent méchanique, que la confer- 
vation des forces vives , & le principe de la moindre 
aétion ,..ont lieu en général dans tous les mouver 
mens; qu’ainfi ces principes font de vrais principes 
méchaniques fuites nécclfaires de la nature des 
corps. Je çrois que mon principe eft à peu près 
celui que M. de la Grange a employé dans fa Piece 
/ur la libration de la Lune, long-tems avant que je 
.m’occupalfe de cet objet ; & même tous ces prin- 
cipes , puifés dans les mêmes notions , conduifant 
aux mêmes ré fultats, ne peuvent différer entre eux 
que dans la maniéré de les envifager ou de les com- 
biner, & dans l’expreflion plutôt que dans la réa- 
lité. 

.. Je trouve, pour le mouvement des points qui 
/attirent réciproquement , un fyftême d’équations 
dont chacune contient toutes les coordonnées,. & 
le tems, dont le nombre égale celui des coordon- 
nées. On peut , par des éliminations , parvenir à 
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une équation entre letems & une des coordonnées ; 

& par conféquentle problème peut fe réfoudre par 
' Ja méthode générale mais . ici elle peut être . fim- 
plifiée , premièrement, parcequ’ayant une des coor- Problème 
données donnée en r, on a toutes les autres en al- J" ’&fufvV 
ternant feulement dans les coefïîciens ,'les quantités Page 3 s. 
çonfUntes qui fe rapportent à. ehaque* point ;.fc- 
condement , l’ordre de l’équation étant /« , • & le 
nombre d’équations n , celui des tranfeendantes ne 
peut être que mrit 11 fuit de-U que, jfuppofant dt Problème 
.Variable^ & l’éliminant., ce ^ui donne n.— ,i.d‘é- pg.’,o?T<’ 
quations entre les coordonnées de l’ordre /w -h i , 

le nombre des tranfeendantes eft h — i . m -t- i. Je 
jTuppofe que les tranfeendantes, dans chaque équa- 
tion entre deux variables , qui alors doit être poffi- 
ble, contiennent les deux coordonnées , elles feront 
différentes dans chacune des équations intégrales ; 
elles n’y pourront donc être qu’au nombre m-h i , 

3 ui eft indépendant du nombre des points, & 3 
. ans le cas que je confidere : mais h elles ne con^ 
tiennent qu’une des variables , alors il y en a autant 
de différentes que de variables, c’eft-à-dire qu’elles 
ne peuvent être- qu’en nombre m pour chaque va- 
riable , pareequ’à caufe de ;» -H 1 , /z > /n-+- i 
il feroi'c contre l’hypothefe qu’il fut ot + i ; eft 
;id 2. : & par conféquent , dans la première hypo- 
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thefe , quel que foit n , Fordre de l’équatioti fera le 
troifieme , & le quatrième dans la fécondé. Si je 
confîdere une équation en Tune des coordonnées i 
& le lems dont l’élément eft fuppofé conlVant , elle 
eft de Tordre mriy Scz une folution complette. Soit 
la coordonnée .xj lî j’ai x égal à une fonâion de t ', 
le -nombre des tranfeendantes pourra être mn; 
pourvu qu'elles fbienc les mêmes dans les autres 
équations femblables , & les arbitraires au(H les 
mêmes. Si Ton a feulement une équation en x, 
dxy &£ ty fans que x ou. dx entrent dans les 
tranfeendantes , leur nombre ne pourra être que 

n .m—r I I , avec les mêmes conditions. Si Ton 

a feulement une pareille équation en x ydx y ddx , 
âd r, le nombre des tranfeendantes ne pourra être 
n .m — cela n’a lieu qu’à Téquation 
de Tordre m , on n’en aura qu’un nombre m , in- 
dépendant du nombre n des points , & les tranf- 
eendantes pourront n'être que femblables dans les 
diverfes équations , & contiendront les deux va- 
riables. Ce cas eft celui que j’ai fpécialement con- 
fidéré dans mon Ouvrage, je fupplée ici à ce 
que j aurois dû y dire des autres. On peut , par une 
méthode particulière, trouver, pour une valeur 
quelconque de », Téquation du quatrième ordre , 
pour laquelle Qn ne doit prendre que les équations 
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d’oû comme variable, a été éliminé. Si l’on 
n’avoit éliminé que fuppofé conftant, & qu’on 
fuivît la même méthode , on pourroit parvenir aux 
mêmes réfultats , &, dans le cas où l’on a x par une 
équation algébrique d’un ordre moindre que iw/z, 
trouver une équation entre deux coordonnées, ré- 
parable immédiatement, & d’où l’on tireroit cette 
équation tn x U dt. On voit de-là que l’ordre des 
équations de l’orbite eft en généfèl indépendant de 
», & ne peut être ici au-deflusdu quatrième, mais 
qu’il peut entrer dans les arbitrires une variable 
dont la différence eft confiante ; & que fuppofant 
que c’eft le tems , on a cette variable donnée par 
tme équation dont l’ordre peut dépendre de » ; & 
qu’il en feroit de même de toute autre fuppofîtion. 
Je remarquerai encore ,' que fi l’on a ar en r, Si nm 
franfcendantes, & qu’un des points devienne zéro, 
quel qu’il foit , le nombre n’eft plus que » — 3 . m : 
d’où il fuit que les 3 m dernieres tranfeendantes 
doivent avoir pour coefficient le produit de toutes 
les mafTes, de même que les 3 m fui vantes doivent 
avoir pour coefficient le produit de toutes les fom- 
mes de ces mafïês ajoutées deux à deux ; & ainfî de 
foire. Enfin , cf après ce que je viens de dire , on 
parviendra toujours à connohre , à priori ^ la forme 
des intégrales , avant de les trouver elles-mêmes , 
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puifque le hombre des. cran fcendantes. dépend de 
l’ordre des équations, féparées qu’on peut avqir 
entre t & les coordonnées. 

.. En fuppofanc, au lieu de points , descorps d’une 
figiwe quelconque , dont toutes les particules s’at- 
tirent ôn a des équations auxquelles on peut, par 
l’application des memes principes , trouver des ré^ 
fultats femblables , à quelques légers changeméns 
près. Je n’en ai -Confidéré les équations , comme 
celles des points (impies , que dans l’hypothefe des 
tranfccndantes non féparées ; ainli il faut joincÉe 
à ce que j’ai dit alors , des réflexions femblables à 
celles que je viens de faire. Au refte cette matière, 
e’eft -à-dire l’intégration d’un fyftême d’équations 
différentielles , flans lefquelles les variables fle cha- 
que équation ne font point féparées fle celles des 
autres , flemanflent à l'être par fles éliminations 
fucceflives, étoit abfolument neuve. J’ai indiqué 
les principes généraux mais je ne me flatte point 
d’avoir dit, à beaucoup près, tout ce qu’ifÿ afl’in- 
térelTant fur ce fujet. J’ajouterai feulement ici, pour 
éclaircir ce que j’ai dit, qu’indépendamment de 
toute hypotnefe , chaque équation eh .deux .va- 
riables quelconques peut contenir toutes le^ traiif- 
cendantes du fyftême ; qu’ainfi fon équation diffé- 
rentielle doit être de l’ordre convenable à cela, & 

" qii on 
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qu’ôn ne doit pas être furpri* d’avoir toutes équa- 
tions de cet ordre , quoiqu’il n’y ait réellement dans 
toutes, qu’autantde tranfcendantes & d’arbitraires 
qu’une feule en peut contenir. 

On trouvera, dans ce que je dis des méthodes Lettre à m. 
d’approximations , quelques réflexions particulières * 

fur ce qui regarde leur application aux problèmes 
qui concernent le mouvement des corps. 

J’ai joint aux diflérentes théories que je viens Caicniint^. 
d’expliquer , quelques remarques fur les maxima & “• 

minima des quantités données par des équations 
difterentielles. Les équations réduites en formules 
qui les donnent , fe trouvent être les mêmes que 
mes équations de condition pour les différentielles ; 

& je montre que cette identité n’eft pas l’effet du 
hafard , mais celui de la nature de ces deux pro- 
blèmes, dont une même analyfe donne la folution. 

J’ai aufli difcuté en détail l’intégrati^0h d’une forme Lettre à m. 
particulière d’équations , l’on peut reprder ce ’ 

morceau comme un exemple , & en même tems 
comme une fimplification de la méthode générale. 

Il y a grande apparence qu’il n’y a point de clafles 
d’équations pour l’intégration , defquelles on ne 
piiifle fe procurer un pareil avantage ; & quiconque 
aura bien faifi les principes généraux , trouvera , 
fans beaucoup de diÆcuité , ce qu’il y aura à faire 
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dans les occafions pafticulieres. L’équation que je 
confidere , me fournit de plus l’occafion de faire 
quelques réflexions fur le faveur par lequel on peut 
multiplier une fonétion différentielle , pour la ren- 
dre une différentielle exaéke. ( Voye[ fur le même 
objet le^^uatrieme volume desOpufcules de M. d’A- 
lembert , où j’ai puifé une de ces réflexipns. ) 

Au lieu de fuppofer que des quantités augmen- 
tent & diminuent de manière que leurs incrémens , 
plus petits qu’aucune quantité finie , fe trouvent 
avoir entre eux des rapports dépendans de ceux 
qu’ont entre elles les variables elles-mêmes ; on peut 
fuppofer que ces incrémens foient finis, & qu’une 
équation entre eux & les variables naiffe de celle 
qui exifte entre elles , ou ferve à la trouver. Il y a 
une différence remarquable entre ces deux fuppo- 
fitions. Dans la première , les rapports des diffé- 
rences font feilte affujettis au calcul ; & par confé- 
queot peu importe de connoître la valeur abfblue 
d’une d’elles : dans la fécondé , on calcule les diffé- 
rences elles-mêmes ; & il faut par conféquent que 
la grandeur abfolue d’une différence à laquelle les 
autres fe rapportent , foit donnée par une hypo- 
thefe , ou qu elle refte arbitraire. Si elle refte aroi- 
traire, alors l’équation aux différences finies fe traite 
comme les équations auxdiâéreiicesévanouifrances : 
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G elle ne l’eft pas , la théorie en devient beaucoup 
plus compliquée & plus difliciTe. Dans ce dernier 
cas, où la différence Gnie d’une des variables eft 
donnée par une équation , il s’en trouve réellement 
deux entre les variables & leurs différences ; &c c’eft 
• une efpece de paradoxe analytique , que deux équa- 
tions qui aient lieu en même tems , 6c qui , fans 
être réduétibles à une feule , paroiffent ne point 
limiter l’étendue de la fblution : mais il eft aifé de 
lever cette difficulté. En effet, ce n’eft pas l’in- 
tégrale trouvée qui eft la véritable folution de ces 
équations , c’eft feulement les valeurs données par 
cette intégrale de variables dépendantes de x , par 
exemple, lorfque x augmente fucceffivement de 
certaines quantités données par les valeurs anté- 
rieures de ar & des autres variables. Ce n’eft point 
réellement une courbe qui eft le lieu de l’équation 
lorfqu’elle ne contient que deux variables , mais ce 
font les fommets des angles d’un polygone infcrit 
dans la courbe : ce ne font pas toutes les valeurs de 
y répondant à tous les x , mais une infinité de 
répondant à une infinité de x pris fuivant une cer- 
taine loi. La folution fe trouve donc , dans cette 
hypothefe , moins étendue d’une dimenfion , de 
même que dans une équation ordinaire , lorfque 
le non»re des variables, eft i diminué d’une unité; 

eij 
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Soit , p.u exemple , ^l’équation zx<fx-{- 
cTjc* -h J'y^ = O ; il ert clair que fon intégrale eft 
jc‘ ~^y\ = & que le lieu en eft un cercle dont 

le rayon eft arbitraire. Soit i x J'x -h ^yJ'y 

J'y^ = o, &i X = l’intégrale eft encore 
jc' Mais prenant à volonté une valeur * 

de JC & fa coordonnée^ , le lieu de l’équatioji ne 
fera que les valeurs àt y répondant aux jc, qu’on . 
aura en prenant fucceflivemcnt fur l’axe , de côté 
& d’autre , des quantités égales à b. 

J’ai fuivi , pour ces deux efpeces d’équations , le 
même ordre qiié dans mon travail fur les équations 
aux différences infiniment petites : mais j’ai confi- 
déré les équations aux différences finies de la pre- 
cakuüntér mietc efpece fous deux points de vue différais. Je 
les ai d’abord confidérées fous la forme de la fuite 
infinie qni les repréfente , & dont les différens ter- 
. mes homogènes , quant au degré des différences , 
lorfqu’ils font pris chacun féparément , deviennent 
fucceftivement d’un degré plus élevé d’une unité., 
Calcul int^ Je trouve dans cette hypothefe les équations de. 
condition qui doivent avoir lieu dans les différens 
cas, & elfes fe trouvent être données également 
■ fous la forme d’une fuite infinie dont la loi eft don- 
EcUirciiTe- n^e. Quant à l’intégration de l’équation , qui le 
«ent,pâg- O poflible, je la trouve etre abfolument 
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la ' même que celle de l’équation qu’on auroic en y 
fuppofanc les différences infiniment petites , &: en 
obfervant que , difiérenciant une fonébion & fup-* 
pofant les différences finies , on ne peut faire éva- 
nouir des fonébionstranfcendahtes. 11 eft clair qu’on 
retrouve toujours dans la différentielle le nombre 
& la forme des tranfcendantes qui peuvent fe trou- 
ver dans l’intégrale ; & même, comme l’on ’a 

IX+sX-lX = 


= 1 . 


I -h 


X » 


& 


■ tx 


= y il eft clair que , pour les avoir elles- 


mêmes, on n’auroit à intégrer que d'X ou 

quantités données. L’intégration de ces équations 
eft donc plus facile que celle des équations ordi- 
naires , pareeque la fuppofition des différences in- 
finiment petites .fait évanouir des élémens dont la 
connoiflance feroit néceffaire pour trouver l’inté- 
grale. La confidération des équations aux diffé- 
rences finies , fans fuppofer ce développement en 
fuite infinie, me donne des équations de condi- 
tion bien plus fimples , comme ce que j’ai dit du 
rapport qu’il y avoit entre ces formules & celles qui 
donnent les m'axima & les^ minima des fonélioUs 
données par des équations différentielles, & indé- 
pendan[uiient.de |a fuppqfiticMi que les différences 
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foienc infiniment petites ; on peut , pour le cas des 
différences finies , en tirer les mêmes conféquences 
^ la même utilité. L’on voit de plus , que la forme 
de l’intégrale y étant toujours une & donnée im- 
médiatement, on n’a qu’à lafubftituer, & cher- 
cher l’intégrale par la détermination des coefficiens. 
lettre à M. Les principes qui fervent à la théorie des équa- 
N»1 'm " ’ difiérences finies abfolues , me fervent à 

établir celle des différences finies hypothétiques; 
On trouve les équations de condition qui font né- 
ceffàires pour que ces équations foient poffibles. Il 
eft facile de voir c[u’elles font toujours conftruéti- 
jiij. w«. V. bles ; mais l’un ne fuit pas toujours de l’autre , Sc 
l’utilité la plus réelle de la'recherche de ces condi- 
tions une fois réduites en formules, feroit de mon- 
trer s’il y a des cas où un problème dont on connoît 
une infinité de folutions pour des valeurs particu- 
lières , ne peut être donne par une équation ana- 
lytique, ik quels font ces cas. La difierericiation 
fait difparoître ici , non feulement des fondions 
tranfeendantes , mais même des fondions arbitrai- 
■ ' res. Les unes & les autres fe trouvent par des équa- 

tions trèsfimples, indépendamment de l’intégra- 
tion de la propofée j & , cette opération une fois 
faite , la forme de l’intégrale eft connue , ôc une 
fimple fiibftitution fuffit pour ' la trouver. 11 y a 
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même bien des cas où l’intégration fe fait par des 
moyens abfolument élémentaires. 

Les équations aux différences partielles & à trois 
variables ont été enfin Ibbjetde mes recherches. J’ai 
trouvé , par l’application de mes principes^ le moyen 
de diftinguer avant l’intégration celles qui fpnt in^ 
tégrales, & d’avoir enfuite ces intégrales p?r une 
méthode analogue à celle que j’ai donnée pour les 
équations différentiellesordinaires, &quin’eft plus 
longue^ que parceque ces intégrales font, par lana. 
rure meme du problème , néceffairement plus com- 
pliquées. Pour y parvenir, j’ai recherché d’abord 
quelles en dévoient être les formes ; & j’ai trouvé 
qu’indéçendamment des fondions tranfcendantes 
de la tiieme nature que celles qui entrent dans les 
intégrales des équations ordinaires, elles pouvoient 
contenir encore des fondions arbitraires de fonc- 
tions données. ~ - 

Ç<^«^ant enfuice la nature de ces fondions, 
il eltaifé de voir que , fi j’ai une équation de l’ordre 

& toutes fes intégrales fucceffives jufqu’à l’inté- 
grale finie , dans chacune defquelles les tranfcen- 
dantes ne contiennent pas dé différentielles, je pou- 
rai , en éliminant ces tranfcendantes , & n"e« biffant 
Tuccelfivement que celles qu’une feule différencia- 
iton tau évanouir, avoir a _ i.d’cquations diffé- 
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rentes de l’ordre n — i , où les tranfeendantes con- 
tiennent des diftérenceb aufli de l’ordre n — i. H 
faut donc avoir d’abord une méthode générale 4’in- 
tégrer les équations pour le premier ordre. J’en ai 
indiqué une pour celles qui ne doivent pas contenir 
de radicaux , & en voici une autre qui s’étend à tous 
les cas. Je remarque d'abord que la forme d’inté- 
grale pour ces équations n’elf pas unique , & que 
deux formes différentes peuvent être également l’in- 
tégrale d’une équation du premier ordre. Cette dif- 
ficulté ne rend pas la folution plus difficile^, mais 
beaucoup plus longue , pareequ’il faudoit elTayer 
les deux formes l’une après l’autre alternativement. 
11 eft donc avontageux de les réduire à une feule. 
En voici le moyen. Soit une équation donnée en 

X ,yy:^^dx , je prends 

^Cdy-^ D dr=^OyA^dx->r Bdx D^^dx 
= o ; & il faut que , ces deux fonélions étant des 
différentielles exaéfes , & — = Ad r -+- h'dx -h 

^ ar-^b T- 

Cdy, j’aie la propofée, qui ne contienne plus ni r 
ni dr. A, B y C, /J font des fondions de jc , 
^,V, <^ui ne peuvenx contenir de radicaux d’un 

ordre plus élevé que celui de ^ ou ^ dans la pro- 
pofée ; & A y B' y C y font de pareilles fondions de 
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Xi 15^. Cela pofé, lorfque, fai Tant -h a' 3c= 
A, b -h y z=z B i c -‘f- Cf = C i d-\-â =■ D i la 

/-/ A a d T b d X -4- c d Y d d r 

propolee pourra erre — ^ 


d 7 d f 

a j^dx b d X d d X 


dx 


*di-\-bdx->rcdy j^r£^ = O , on aura F. f,a 

à ^ dx l>d X J— dx 

a X a X 

bdx-\rcdy-\-ddr-\- f.dd:^-\-ydx-^cdy->rddr 
= 0, il faut que ad b dx c dy ddr Çoït 
une différentielle exaéte ; & les équations peuvent 
avoir lieu , foit r étant quelconque , foit r étant 
f.Ad:^ -+- B'dx -h Q'dy , lorfqu’elle eft algébri- 
que. On auroit pu avoir dr — ad^->t-bdx-\- cdy 
-i- ddr y & on peut toujours le fuppofer lorfquon 
connoît ûy byCydy autrement on aurayT Ad[-\-Bdx 
->r Cdy Ddr=z O y qui pourra contenir deux 

arbitraires ou deux tranfcendantes, àcaufe de 

= Ad[->r ^dx C'dy. Dans les équations 
de condition, pour qu’une équation de cette forme 
ait une intégrale pomble, on pourra, en éliminant , 

les ^ à l’aide de la valeur qu’en donne la propofée, 

parvenir à une équation du fécond ordre aux diffé- 
rences ordinaires , toutes les fois que l’intégrale ne 
doit pas contenir de fonéHons arbitraires. Pour ap- 
pliquer notre méthode aux ordres fupérieurs, il faut 
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feulement obferver, i°. que pour l’ordre /i, c’eft le 
dégré des d" [ ou qui réglé celui des radicaux ; 

que les fondions qui font finies pour le pre- 
mier ordre , contiennent les différences de l’ordre 

n — I , & celles de depuis jufqu’à ; 

3®. qu’au lieu de la fondion Ad:(^-^ Edx ->r Cdy 
->r Ddr ^ on a une fondion de l’ordre riy de { , 

de la différence & fes différences , &: ainfi de 

dx ' 

fuite jufqu’à ^ & fa différence; j & fes diffé- 
rences ; Xy dx qu’on peut fuppofer confiant , & 
r ^ dr qui doit être une différemielle exade d’une 

fondion de l’ordre inférieur; & que -^-7 doit être 

égal à une pareille fondion de jc, y, & des 
mêmes différences. Il faut obferver ici que dans ce 
cas , comme dans celui des équations aux différences 
ordinaires , il faut que les équations de l’ordre n-^\ 
foient réellement différentes. Peur les équations or- 
dinaires, il fuffit, fi l’intégrale cft algébrique, que 
A A' étant les différentielles exades de ce; deux 

équations, -h Cne foit pas l’intégrale; dans 

les autres cas , que les différentielles de trois de ces 
équations intégrales de l’ordre « — i étant A , A'y 
A', on n’ait point A" m A -h n A', /n, n étant 
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des nombres conftans ; &: ainfî de fuite. Pour les 
équations de l’efpece de celle-ci, il faut, i°. la 
meme condition que ci-deflus, à caufe des int4- 
grales algébriques ; i®. pour les autres , s aflurer fi r 
pris dans une de ces équations, n’eft pas fonction 
de r prb dans l’autre , & que j’appelle r. 3 Si cela 
eft, ôc qu’aucune des deux ne contienne de fonc- 
tions arbitraires , il faut s’aûTurer fi l’une divifée par 
l’autre avant l’intégration , n’eft pas l’intégrale de 
la propofée ; & s’il y en a trois , fi la troifieme n’eft 
pas égale à la fomme du produit de. chacune des 
deux autres par des quantités confiantes. 4*^. Si elles 
contiennent des fonctions arbitraires r, /, il faut 
que , mettant dans la valeur de la fonékion de r , à la 
place de la plus haute différence , fa valeur prife de 
l’équation en /, il n’en réfulte pas une équation en 
r &c r, ou immédiatement , ou en égalant à zéro 
une fonclion des variables , qui , égalée à une conf- 
tantc, foit l’intégrale de la fonékion des variables, 
égale à la fonélion de r. Lorfque cela n’arrive 
pas, que cependant r eft fonélion de a, il peut 
arriver que , les équations étant trouvées ôc les in- 
tégrales prifes comme je l’ai dit ci-deffus , on n’ak 
l’intéprale finie qu’en fuppofant entre F.r ôc F', r' 
== F ,r y une équation qu’tl feroit inutile d’intégref- 
Ces intégrales au nombre de n étant auffi trouvées. 
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on pourra toujours avoir l’intégrale finie , en cher- 
chant à éliminer les différences. 

« Après avoir trouvé les intégrales, il ne me refte 
plus qu’à déterminer les fonctions qui y relient ar- 
bitraires , mais qui , pour les cas particuliers , ont 
une valeur déterminée. Cette détermination , d’a- 
près les différentes conditions qu’on peut choifîr , 
n’ell pas à beaucoup près auffi facile que celle des 
confiantes dans les équations ordinaires. Je donne 
le moyen de rappeller ce problème à l’intégration 
des équations aux différences finies, ou la diffé- 
rence d’une des variables eft donnée. Il y a même 
une maniéré de choifîr les conditions , qui ne de* 
manderoit que l’intégration d’une équation dif- 
férentielle ordinaire. Ces fonélions arbitraires font 
tellement indéterminées , quelles ne font pas même 
affujetties en tout à la loi de continuité , & qu’il 
fuffit quelles foient données par une équation diffé- 
rentielle poffible entre la fonélion que j*appelle F‘y 
& la quantité dont elle eft fonélion. 

Je n’ai dit qu’un mot de quelques autres équa- 
tions aux différences partielles. On fent qu’on peut 
faire des hypothefes a l’infini, dont chacune don- 
neroit une nouvelle clafle de ces équations : mais 
les mêmes méthodes s’y appliqueront , en faifant le 
changement qu’indique l’analogie. Cet avantage 
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d embrafler , pour ainfî dire , Tuniverfalité de la 
fcience , & de donner les folutions dans toute leur 
étendue , caradérife les méthodes diredes & en fait 
le prix. 

Cette Préface eft l’analyfe fidele de ce que con- 
tiennent mes trois Ouvrages. J’ai eu foin d’éclaircir 
& de corriger plufieurs endroits , & je fens bien 
qu’il y auroit encore beaucoup .1 faire ; néanmoins 
je ferai content &; croirai n’avoir pas été inutileaux 
fciences, Ci ces méthodes, perfectionnées par des 
mains habiles, deviennent un jour un inftrumcnt 
utile pour des découvertes importantes. Je n’ai fait 
qu’indiquer la route qu’il faut fuivre , mais fans ofer 
y entrer ; 

Fungarvice cotis, acutum 
Rcddcrc quxferrum valet , exfors ipfa fccandi. 
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Préface. 

Pa GE iv, ligne I4(, ) mette\ ( ; ). Ibid. & dont, 
fi donc. Ligne I 5 (; 

Page V , ligne 1 6 ( ; ) mem\ ( , ). Ligne 1 7 ( , ) metu\ { ; ). 

Page vj , ligne 1 5 , ai , life\ ait. Lig, 11 , ôte:^ la virgule. 

Lig. Z J , & , UJè^ cil. 

Page IX , ligne 3 , le , lifei ce. 

Page xij , ligne 2 1 , indéfinie , life\ inde’fini. 

Page XX, ligne 18, dfc^que. 

Page xxij , ligne J , dontjevais parler, ///ê^ dont je viens 
de parlcr.'Ligne. 5, J', lifez Ligne 18, contient, 

/z/ê^ contienne. 

Pagcxxiij , ligne 1 1 , recherchera, life:^ cherchera. ’ 

Pagcxxxj, ligne 1 1 , arbitrires, life:^ arbitraires. 

Pagcxxxi), ligne dernicre, à cela., [\Çcz pour cela. 

Pagexxxvj, ligne 5 , x = By lifcz J'x = b. 

Pagcxxxvij, ligne 20 (,) ( ;j. Lignes pénultième & 

dernicre , indépendamment , lifez ejl indépendant. i 


Calcul inté g'r a l. 

Page 38 , ligne 8 , fonélion algébrique, life\ fonction 
dont la difFércnticIlc cil algébrique. 

r» I • * ® . y . Ac. * . y . Ac. r 

Page 40, ligne Z3 , c , mettez « ■’ 

Page 51, ajoute\ à la fin : Cette maniéré de déterminer 
le dégré des dx., dy &c. demande, pour les ordres fu. 
péricurs, les mêmes précautions que la méthode que je 


m 
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xlvij 

donne dans l’article fuivant pour déterminer le degré des 
X , y. Ainfi il vaut mieux intégrer en cherchant les inté- 
grales de l’ordre n — i pour une équation que l’ordre a , 
que de chercher immédiatement l’intégrale finie. 

Page 63 , ligne 5 , à commencer par la fin , ajoute\: Cer- 
taines valeurs particulières , données aux coefficiens de 
l’intégrale, peuvent abailTcr le dégré de la difterentielle , 
foiten faifant difparoître les rangs fupérieurs, foiten lui 
donnant un facteur. Le premier abailTèment eft déter- 
miné ; le fécond ne peut l’ctrc que par l’intégration. On 
peut dreffèr des Tables pour le premier, & clics fiiffironc 
pour les difFércnticllcs exactes. Celles que je viens de don- 
ner , fuffiront aulîi pour les différentielles exaétes &: ho- 
mogènes, cas où toutes les équations peuvent fc rappcllcr. 

Page 70 , ligne 1 1 , ajoute:' : D’autant que ces équations 
.entre les coefficiens fe préfentent fous une forme Indéfinie. 

P.igc 86 , ligne 7 , à compter de la fin , mettez 

J. • 

dx 

P.igc S S , ligne 5 , à compter de la fin , au lieu de Donc , 
&c. metui Danse {, cft une fonction 

fcmblablc à celles de la même cfpece , dont j’ai parlé 
pagefi , c’eft-à-dire , dont la différentielle eft algébrique. 

' Donc , &c. 

PROBLEME DES TR 0,1 S CoRPS. 

Page 1 1 , ligne 7 , avant Cela pofé , ; Cette ma- 

niéré d’éliminer en fuppofant</f confiant, conduit natu- 
rellement à des équations qui n’ont pas d’intégrale finie ; 
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d*où il fuie que pour avoir celles qui en admettent, il faut, 
au lieu des équations ci-defTus , prendre celles qu’on auroic 
en élimlnaut, dt étant fuppofé variable, c’eft-à-dire, 

après avoir fubftitué à &c. &c. 

Page 20, ligne 8 , après contenue, ajoute\ : Comme 
l’équation où dt conftant a été éliminé, donne une de 
ces intégrales, K que celle où traité comme variable a 
été éliminé , donne l’autre , la méthode la plus fure fera 
de les chercher chacune dans celle qui lui convient. 

Page 20 , ligne 22 , après tous , ajoutt\ : Tout ceci n’a 
lieu que dans le cas où les tranfeendantes contiennent 
toutes les variables. Si elles ne contiennent que f , ou bien 
une feule des coordonnées , l’équation entre t & une coor- 
donnée eft d’un ordre dépendant de celui des variables, 
& l’équation entre deux coordonnées peut être du qua-, 
trieme. f^oyei la Préface^ pages xxix & fuivantes. 

Page 34, ligne 21 , ajoute:^: Je n’ai encore confidéré 
ici que les cas où les tranfeendantes contiennent toutes 
variables ; dans les autres cas , l’ordre de l’équation entre t 
& une coordonnée dépend du nombre des variables , 
l’équation entre deux coordonnées peut être du quatrième. 

Page 74, ligne 6, après la citation , ajoute:^ : Il me 
femble qu’on pourroit cependant faire le raifonnement 
fuivant. Soit A dx-\-B dy une équation différentielle qui 
admet une intégrale , quelle que foit la valeur de fes coef- 
Sciens , & foit trouvée cette intégrale , il eft clair que la 
propoféc n’en aura de plus élevées pour des valeurs parti- 
culières des cocfficiens, que lorfqu’cllcs rendront ceux de 
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la dilFifrenticllc cxa£le’ de l’intégrale — ou œ ; ce qui ne 
donne qu’un nombre fini d’équations. Subftituant dans la 
prôpofée les valeurs qu'on en tire pour un des cotfficiens, 
j’aurai un nombre fini d’équations où il y a un coefficient 
déterminé. Je les intégré chacune fans déterminer les au- 
tres coefficiens ; & traitant chacune de ces équations 
comme la propofée, j’aurai à intégrer un nombre fini d’é- 
quations où deux coefficiens feront déterminés. Conti- 
nuant les mêmes opérations, je parviendrai à un nombre 
toujours fini d’équations où il. n’y aura plus qu’un coeffi- 
cient d'indéterminé. Intégrant alors chaque équation fans 
le déterminer , je trouverai qu’il n’aura qp’un nombre fini 
de valeurs qui rendent l’intégrale fautive. Le nombre de 
toutes les intégrales fera donc auflî fini & déterminé. L’é- 
lévation ultérieure des intégrales pour les différens dégrés 
ne feroit donc indéfinie que dans ce fens, qu’on ne peut 
favoir jufqu’où elle s’étend, fans avoir procédé à l’inté- 
gration de toutes les équations où elle a lieu. On pourroic 
donc avoir une Table qui ne contiendroit qu’un nombre 
fini de cas , lorfque la forme de l’équation feroit telle , 
qu’elle auroit toujours une intégrale complette , fans dé- 
terminer aucun des coefficiens qui y feroient indéterminés. 
Mais la méthode que je vais propofer pour s’en paflèr, 
fera toujours la plus commode pour intégrer, 8 c ferviroit 
utilement , quand même cette réflexipn ne s’étendroit pas 
tous les cas. . ’ ' . - - 

Page 7 5, ligne x^après infinité ^ajbutei : du moins en ap- 
parence, lorfque l’équation propofée eft poffible èn général. 
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Page 79 » 13 » « 11 * premier ordre, mettei du pre- 

mier ordre & du premier degré. 

Lettre a M. d’Alembert. 

Page 5 , ligne z , à compter de la fin , cft , lïfe\ foit. 

Page 1 1 , ligne 25, les, lifeiccs. 

Page 16, ligne 25 , ajoute\ : Sur quoi il fautobferver 
que, lorfquc j’ai une équation en y , dy^ ddy , &c. fans 
aucune autre variable , il peut arriver qu’en intégrant cette 
équation, j’aie dans l’intégrale une variable quelconque r, 
dont la différence foit confiante ; que fi j’ai une femblable 
équation en Jf , dont l’intégrale contienne aufii r, j’aurai 
réellement a;cn*y, quoiqu’il paroifTc que j’aie feulement 
X icy donnés par des équations déterminées. Il fuit dc-là 
qu’on ne doit point regarder comme déterminés les pro- 
blèmes pour Icfquels on a deux équations différentielles 
en:v, y, aucunc'différcncc n’étant confiante j ni comme 
abfurdcs les équations où les équations de condition n’ont 
lieu qu’en fuppofant égales une fondion différentielle 
dey ôc une de x. 

’ Page 17, ligne 14, cas, mette\ coÇ\nns. 

Page 20, l. 1 5 , à la place de A. cof. = X-^ X-V — i, 
mettez A. cof. = X^-\- X^ — i. Ligne 17, idem. Li- 
gne 1 8 , 1 . X"'‘ , 'lifei I. X"* 

Page 11’, ligne 4, multipliées, /^{multipliés.. 

Page .2 Z , ligne 2 , variables , réelles. 

■' Page 34 ( numérotée 24) , ligne 25 , y, liiez 5-, - 
•• Page 3^ , ligne 7 , indéterminé , Ufei indéterminé». • 
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Page 3 9 , ligne I , , lifez = 

Page 41, ligne I , fraÂionnelle , rationnelle. 

Page 44 , ligne 4 , la formule doit être s = mA cof.= 
X-hnAcof. = X'-\ h X'-4- iV. 

Page 48, ligne}, ôtei fondtion. IbiJ. ligne 17, or, 
life^ alors. 

Page 50, lignes 178c a;, mettez X. 

Page 5 I , ligne dernicre , n , mettez ni. 

Page 51 , ligne 5 , ne^ lifez a. Ligne 23; 

repris , life^ encore. 

Page 54, ligne zi , ajoute\ : Il y a des équations ou les 
méthodes ci-defTus ne peuvent s’appliquer qu’après une 
fubftirution ; & (i l’on veut fe fervir, pour les ordres fu- 
péricurs , de ce que j’ai dit pour le premier , il n’y aura 
point de nouvelle difficulté que les mêmes principes ne 
puilïent réfoudre. 

Page 56, ligne 13, différentielle , /zyêj aux différences 
évanouiffàntes. 

Page 59 , ligne 1 8 , ote\ Sc. Ligne 20 , & une autre en 
FX -+■ F'X\ lifei & une autre en F X,-\- F'X[. 

Page 62, ligne 7, j’ai, j’aie. 

Page 65 , ligne 7 , mettei[ IX. 

» ligne 5 , JT, mettez as. 

Page 7<> , ligne 17, e, lifez c. 

Page 78 , ligne 1 8 , que , life\ que , fi. 

Page 8 3 , ligne i , ne contient d’angles , life\ ne con- 
contient point d’angles. 
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APPROBATION. 

J’a I lu , par ordre de Monfeigneur le Vice-Chancelier, un Ma- 
nufcrit qui a pour titre , Lettre fur le Syftcme du Monde & fur le 
Calcul intégral t par M. le Marq^uis de Condorcet. Il m’a paru que 
cet Ouvrage feroir vu avec plaiiir par les Mathématiciens , & je n’y 
ai rienttouve d’ailleurs qui pui(Te en empêcher l’impreflion. A Paris 
le 8 Août i7<58. BEZOUT. 


PRIVILÈGE DU ROI. 

Louis, tas. ia Csaci diDiiv, roi d« Fsamci et Dt Natassi. 
A nos amét èk Conreilletiy Ica Cent cenans nos Cours de Parlement ^ Maîrret des Re» 
quéecs ordinaires de norre Hôtel , Grand Confcil , Prévôt de Paris , Uail ifs. Sénéchaux , leurs 
Lieutenant Civils & autres nos JufHciert , qu*il appartiendra. Salut: Notre amé le fieur 
Mar<)uis de CoNDoa.ccT No'ji a fait expofer qu'il dcûreroii faire impriiner & donnerau 
Public: un Ouvrage intitulé : /er/rr furie SijUmi Jh Monde prétetié J'ure Préface % s'il Nous 
olaifoit lui accorder nos Lettres de Permidion puor ce nécefla re. Acît causes, vouiaiic 
favorablement traiter rixpofanc , Nous lui avons permis & petmetcous par ces pré ciuct , 
de faire imprimer ledit Ouvrage autant de fois que bon lui fcinblera , Sc de le faire vc dre 
Ac débiter par tout notre Royaume pendant le lems de trois années confecutives , à compter 
du jour d; la date des Prélcntes. Faisoms défcnl'ci i cous Imprimeurs, Libraires, & autres 
perfonnes, de quelqtie qualité & condition qu'elles foient , d’en introduire d’imprcÎTion ^tran' 
gere dans aucun lieu de notre obéidance. A la cHAaci que ces Préfemes feront enrcgillrces 
coût au lung fur le rcgillrc de la Communauté des Imprimeurs fie Libraires de Paris » dans 
trois mois d# la dace d'icelles , que l'imprc/non dudit Ouvrage fera faite dans notre Royaume 
êc non ailleurs, en bon papier fie beaux caraéleres^ que Tlmpétrant fc conformera en tout 
aux Régleineos de la Librairie , fie noumment â celui du to Avril lyif , i peine de déchéance 
de la préfente Permidjon i qu'avam de l'exposer en vente, le MaQuCtir qui aura fervi de 
copte i rimprclOon dudit Ouvrage , fera remis dans le même état oü l'Approbation y aura 
ôté donnée J és maint de notre très cher fit féal Chevalier, Chancelier de France , le deor 
x>B Lamoicnom , 8c qu'il en fera eofuite remis deux exemplaires dans notre Ribliochequc 
publique , un dans celle de notre Château du Louvre , un dans celle dudit üeur de Lamoicnom , 
fie un dans celle de oorte très cher fie féal Chevalier , Vicc*Chancelicr , fie Carde des Sceaux 
de France, le (leur de Maupeou t le tout à KÎue de nullité des Préfentes. Du contenu 
derquelles Vous Mandons 8c enjoignons, de faire jouir ledit Expofanc fie Tes ayaas caufes , 
pleinement fie pailtblement , fans fuuflnr qu*il leur foit fait aucun trouble ou empêchement. 
Voulons qn’â la Copie des préfentes qui fera imprimée tout au long au commencement ou 
fi la fin dudit Ouvrage , foi fait ajoutée comme i l'original. Commano:.ns au premier nocte 
Hnllier ou Servent fur ce requit de faire pour rcxécucion d'icelles tous a£les requis fie nécef- 
falret, fans demander autre permifilon; fie nonoblUnt clameur de haro, charte Normande, 
fie Lettres âce contraires i Car tel efl notre plaifir. PoHMà i Paris le quatorrieme jour du mois 
de Septembte l'an mil fept cent foixante«buit , fie de notre règne le ciitquaate-quatricme. 

PAR LE ROI EN SON CONSEIL. 

* Signé , L S B S C U !• 

Mtgitrf fur U JteiUre de U CUémlre Ruynle ^ SywSe Alt des UhrAtree O" Impriwettttt 

de PAfif f N*. 4 , foL fsy, eonformement au Réglement de 171) , ^ui fdit dtfenfn Art. a* , fi 
teuttf perimnes de quelque quAlué tX conduien qu'ellet fotent , nutret que les Im* 

frimeurs, de vendre , sUltiter , fnire Afficher Aueunt livre/ poNf /// vendre en leurs noinf, fait 
qm'Us s'en difeni les Auteurs ou éutrement , 0 " d la ehurge de fournir À tu fufdtse Cl'Amjti ntrf 
tstimpléirts frefirits fdf Vart, 108 du nèmi RégUmsnt» A Puris ce 19 Septembre 17^8. 

Signé , B IL I A s $ O N I Syndic. 
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LE MARQUIS DE CONDORCET 

A M\ D’ALEMBERT, 

SUR LE SYSTÈME DU MONDE 

E T s U R 

LE CALCUL INTÉGRAL. 

L’Univers, pour qui fauroit l’embrafler d’un feul point de vue, ne feroit, 
s’il eft permis de le dire , qu’un fait unique & une grande vérité. 

Dl/cours prélimin. de VEncyclop, 



A PARIS, 

DE L’ IMPRIMERIE DE DIDOT. 

M. D C C. L X V 1 1 L 

Avec Approbation ù PermiJJion, 
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LE MARQUIS DE CONDORCET 

A M. D’ALE MBE RT, 


SUR LE SYSTÈME DU MONDE 


ET SUR 


LE CALCUL IN rÉGR AL. A 'j'y A 

D E foibics EITais furie Syftême du Monde fon't^îSti 
peu dignes du grand Géomètre qui en a difeuté avec tant 
de fagacité & de fuccès les points les plus importans. Vous 


avez pourtant daigné, Monsieur , me témoigner quelque 
curiofité fur ces nouvelles recherches. Je vais donc les 


fou mettre à votre jugement avec la confiance que je dois 
à votre amitié & à vos lumières. Je ne me déterminerai à 


les rendre publiques , qu’autant que vous ne les jugerez 
pas indignes d’un homme que vousavez bien voulu mettre 
au rang de vos amis. Ceux qui les liront alors, me par- 
donneront àifément l’obfcurité qui pourra régner dans 
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quelques endroits, s’ils font réflexion que cette Lettre n’a 
été originairement écrite que pour vous. 

Les corps femblent être alTujettis dans leurs mouvemens 
à deux fortes de loix effentiellement difFérentes ; les unes 
font des conféquences néceflàires de l’idée que nous avons 
de la matière ; les autres pâroiffènt l’cfFet de la volonté 
libre d’un Être intelligent qui a voulu que le Monde fût 
comme il cft , plutôt que de toute autre manière. L’cn- 
ièmble & le réfultat des loix nécefTaires forment la mé- 
chanique ; & l’on appelle Syflime du Monde , l’cnfcmblc 
& le réfultat des autres loix , qui ne nous pourroient être 
toutes connues qu’en connoiflant celles de tous les phé- 
nomènes. Si ces loix fecondaires s’olFroient à nous dans 
l’étude de la nature , aufli conftamment & aufli fenfiblc- 
ment que les loix premières , elles feroient également 
partie de l’idée de la matière : on ne pourrôit pas plus, 
par exemple , la concevoir fans gravitation , que la con- 
cevoir fans étendue. Mais il n’en cft pas ainfi : il fjut, 
pour découvrir les loix fecondaires , obfcrvcr avec foin les 
phénomènes , & appliquer enfuite le calcul aux obferva- 
rions. Perfonne n’ignore que la matière eft étendue & ré* 
f ftante; mais il étoit réfervé à Ncvton de nous apprendre 
que fes parties s’attiroient réciproquement en raifon inverfe 
du quarré des diftanccs. Peut-être que ces loix ne different 
entre elles que pareeque , d’après le rapport aûucl entre 
les chofes & nous , il faut plus ou moins de fagacité pour 
les connoître \ enforte que , ft la loi de la continuité n’étoic 
point violée dans l’univers, on pourroit regarder ce qu’il 
cft à chaque ioftanc , comme le réfultat de ce qui devoir 
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arriver à la matière arrangée une fois dans un 'certain 
ordre, & abandonnée enfuite à elle-même. Unelntelli- 
, gencc qui connoîtroit alors l’étac de tous les phénomènes 
dans un inftant donné, les loix auxquelles la matière eft 
alTujcttie, & leur effet au bout d’un tems quelconque, 
auroit une connoiffance parfaite du Syjiême du Monde. 
Cette connoiffance eft au-delTus de nos forces : mais c’eff: 
le but auquel fe doivent diriger tous les efforts des Géo- 
mètres philofophes , & dont ils approcheront toujours 
de plus en plus, fans pouvoir jamais cfpérer d’y atteindre. 

■ Lorfquc, dans un fyftêmc de corps, leur état varie, 
foit à raifon du tems, foit à railon de leur pofition, de 
leur figure , &c. on appelle force la caufe de cette varia- 
tion. Ce terme obfcuren Métaphyfique, n’ôte rien à l’é- 
vidence & à la clarté des Mathématiques ; parccque , pre- 
nant un effet quelconque pour l’unité , & la force corref- 
pondante aufli pour l’unîté, l’cxpreffîon de totfte autre 
force n’efl: plus qu’un rapport, une fimple quantité ma- 
, thématique : & la force s’égale alors à l’effet qu’elle auroit 
produit, fi rien ne s’y étoit oppofé. Il paroît au premier 
coup d’oeil , que la connoiffance des forces né nous peut 
rien apprendre au-delà de celle des loix des phénomènes, 
& que c’eft à leur recherche qu’il faut uniquement s’ap- 
pliquec. Mais d’abord il y a plufieurs cas où une même 
force s’exerce dans un grand nombre de phénomènes dif- 
férens , & où une force très fimple fuffit pour des phéno- 
mènes qui paroiffent très compliqués ; enfuite l’analogie 
entre plufieurs phénomènes peut être fi forte , qu’il cft 
plus court de fuppofer la force connue 6c d’en déduire les 
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loix , que de rechercher immédiatement celles-ci. Ceft 

ainfi que Newton , après avoir trouvé que Ton attraction 

rcndoit raîfon des mouvemens des Planètes principales, ) 

fuppofa que la même force aglffbit fur les Satellites , 6c 

chercha à en déduire une Théorie de leurs mouvemens , 

qui devoir s’accorder avec les obfervations. Cette voie étoic 

beaucoup plus courte que la recherche directe de la loi 

qu’ils fui voient dans leur cours. On peut donc tirer de la 

connoiHance des forces ces deux avantages également 

précieux , d’embrafler d’une même vue les caufes fembla- 

blcs de phénomènes différens , mais d’un même genre , & 

d’être conduit à la connoilTance de la nature par une route 

plus commode. 

La loi d’une force ou d’un phénomène nous peut être 
donnée, foit par une formule analytique, foie par une 
fuite d’obfervations. Cette derniere manière cft même la 
feule dent nous connoiilions immédiatement les chofes 
qui s’ofFrent à nos fens : la première n’a lieu que lorfquc 
nous employons un réfultat déjà déduit des obfervations , 
ou une hypothefe indiquée par l’analogie. Je traiterai fuc- 
ccHivcmenc de l’une & de l’autre , je ne parlerai plus 
que d’analyfe. 11 n’appartient qu’à vous , Monsieur.» de 
parler de Métaphyfique , d’être utile, & d’être entendu. 

Peut-être en ai-je déjà dit aflèz pour vous ennuyer. 

1. Je commence par examiner ce qui réfulte de l’appli- 
cation des pritKÎpes géntéraux du Calcul intégralaux équa- 
tions qu’on a entre les forces , l’efpace parcouru , le tems , 

& la pofition des corps : mais au lieu que dans l’Écrit in- 
titulé % Du PrQbUme, trois Corps y jcn’ateupour but 
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ET SUR LE Calcul intégral. 
que de tirer de la nature des équations intégrales un moyen 
de fimplifier la méthode de les intégrer, je ne chercherai 
ici qii’.\ déterminer la nature des forces qui s’exercent dans 
un phénomène dont les loix font données par des équa- 
tions différentielles. 

Je fuppofe qu’un point C fc meuve dans un plan, & 
que fa pofltion foie donnée par une équation entre deux 
coordonnées perpendiculaires entre elles. Soit le 

temst, la force l'elon.a; = P, la force fclon^ = Q; on 

aura pour fon mouvement les deux équations 

Pdf=.o^ -h = o. La courbe que le point 

parcourt. Sc fa vîtefic à chaque inflant étant données , on 
aura & Q en je, y , ou f, comme on voudra. Ces 
équations feront différentielles , G les équations du mou* 
vement du point C le font audi ; Sc comme on peut y 
fuppofer k fon gré dx , dy,- ou dt conftans , ces équa- 
tions feront toujours podibles. AinG , quèlquc courbe 
qu’un corps décrive 6c quelque foie fa vîteûê , on peut le 
fuppofer animé de deux forces perpendiculaires entre 
elles, ôc données en r, x, ou y. Si on vouloir avoir P 
en X ÔC Q eny, cela fe pourroic également, en cherchant 
la première éqivation dtâ'érentiçlle dans l’hypotbefe dedx 
confUnt,.6c la fécondé dans celle de dy confiant, 6c 
obfervant , après l’intégration , de fubflituer la variable 
dont la différentielle cfl réellement conGante , aux x 6cy 
qu’elle auroit introduites dans les arbitraires. On trouvera 
de même , i°. que , quelque foit une courbe, on la pourra 
fuppofer décrite par une feule force donnée en une feule 
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des variables , & dirigée vers un centre ; & que fi on 
fuppofe la même courbe décrire par deux forces perpen- ' 
diculaires , on aura une équation entre les vîtefles ou entre- 
les tems : qu‘on peut toujours fuppofer qu’une courbe- 

à double courbure eft décrite par un point animé de tr*is- 
forces perpendiculaires entre elles, données en telle va- 
riable qu’on voudra , & dont le mouvement paiffe fe rap-^ 
porter à celui de deux points qui, dans des tems égaux, 
parcourroient deux projeélions perpendiculaires de cette- 
courbe , pourvu que les deux plans où elles fe trouvent , 
aient pour coordonnée commune ,1a variable dont la diffé- 
rence eft fuppofée confiante. 

L’équation différentielle qui donne-la force en Tune' 
des coordonnées , efl par elle-même du même ordre que- 
celle de la trajcéloirc , mais elle peut être d’un ou de deux' 
ordres moins élevée. Soit, en effet, la force fuppofée' 
connue, & donnée en x, par exemple; l’intégration de- 
l’équation différentielle en a; &: r, donnera deux nouvelles’ 
arbitraires : mais comme la vraie intégrale n’en peut con- 
tenir plus que l’équation qui donne la force , il y en a deux 
qui font néceflairement déterminées : or cette détermina- 
tion peut tomber ou ne pas tomber fur celles qui entrent 
dans l’ex^reffion de la force. Au refte , cette fimplification 
n’a pas lieu , lorfque , comme dans le Problème des trois’ 
Corps , la force efl une fonélion algébrique de toutes les 
coordonnées; & dans ce cas, l’exprefTîon de la force eft 
nécefTàiremcnt du même ordre que l’équation de la tra- 
jeéloire. '• 

Si j’ai tm certaip nombre de courbes décrites par des 

points 
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points animés de deux forces données en t; que 1‘cxprcf- 
fion de ces forces contienne un nombre de fondrions 
rranfcendanccs , les mêmes pour chaque courbe; que 1-é- 
quation de la courbe où elles encrent néceflTairement , n’en 
contienne pas de nouvelles; on peut en faire évanouir un. 
nombre égal à celui des coordonnées de toutes ces courbes, 
diminué de l’unité, éliminer aufîî le tems ; d’où il fuit que 
fi le nombre n’en eft pas plus grand, on aura toutes les 
forces données par des fonétions algébriques & finies de 
toutes ces coordonnées. Les expreffions des forces étant 
différentes pour chaque courbe, on peut prendre une for- 
mule générale qui les renferme toutes, & qui contienne 
toutes les coordonnées d’une maniéré femblablc. On peut 
déterminer les cocfficiens de cette formule , de manière 
qu’elle repréfcntc la force pour la courbe dont les coor- 
données font a: & y; puis y mettant Jf' & .y pour x &c y 
& réciproquement , les déterminer de nouveau , pour 
qu’elle repréfente l’expreflion de la force pour la courbe 
dont les coordonnées font as' ^y'i & de même pour toutes 
les autres ; enforte que pour chaque cas on aura les coeffi- 
ciens. Prenant enfuite des fonélions de quantités confian- 
tes, différentes pour chaque courbe, on peut y égaler 
ces cocfficiens , & faire enforte que , les cocfficiens de ces 
fonélions étant invariables , elles deviennent ce que font 
ceux de chaque terme dans les expreffions différentes des 
forces, en alternant les quantités confiantes , comme on 
a alterné les coordonnées. J’aurai donc pour les forces une 
expreffion générale qui conviendra à toutes les courbes 
différentes, en alternant feulement les coordonnées 8c les 
' ‘ ' B 
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quantités conftantes , diftinâ:ivcs de chaque courbe. Donc 
toutes les fois qu’un fyftêmc d’clFcts coexiftans fera tel , 
que dans l’cxpreflion de leurs loix on trouve les mêmes 
tranfeendantes , on pourra les croire liés entre eux , & les 
regarder comme l’cfFec d’une même loi générale de la 
nature. 

Si l’on n’avoit qu’une feule courbe & deux tranfeen- 
dantes , les forces fe trouveroient données en ar t ; fie 
prenant une autre courbe quelconque , décrite , par exem- 
ple , d'un mouvement uniforme & en vertu d’une force 
très (impie, on pourroit éliminer f. Si donc on connoîc 
la loi d’un phénomène , & qu’exprimée par le tems , clic 
ne contienne que deux tranfeendantes , on pourra le rap- 
porter tel phénomène qu’on voudra, pourvu que fa loi 
ne contienne pas d’autres tranfeendantes : l’expreiîion des 
forces dépendra de l’état des deux phénomènes à chaque 
indanty ôc on pourra les regarder comme l’effet d’une 
même caufè. 

Ces'réflcxiôns que j’aurai dans la fuite occafion de vous 
rappcHer , ne font d’aucune utilité pour ce qui regarde le 
mouvement des phmetes, mais peuvent guider dans les 
recherches qui auraient pour but de compléter IcSyJIémc 
du Monde , dont toutes les autres parties font à peine ébau- 
chées. Cette Théorie feule , créée & pouffée fort loin par 
NeTton , a fait après lui do tels progrès , qu’on la croiroit 
épuifée , fî l’homme illuftre è qui elle doit le plus , n’eût lui- 
même montré combien il rcAoit encore à faire. L’utilité de 
fes découvertes n’a échappé i aucun Géomètre , mais celle 
defès doutes' n’à frappé que ks Géomètres philofophes. 
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I L Lorfqiie , la loi d’un phénomène étant donnée par 
une équation analytique , on cherche les forces qui l’onr 
pu produire , ou réciproquement , on fe trouve néceffài- 
rement conduit à l’intégration d*une équation différen- 
tielle , excepté dans le cas où l’on peut tirer des équations 
du mouvement une cxpreflîon algébrique des forces. Le 
Calcul intégral eft l’inftrument le plus étendu qu’em- 
ploient les Sciences mathématiques : il y a long-tcms que 
mes vues Ce font prefquc uniquement dirigées vers ce 
grand objet , & je me flatte que vous me permettrez de 
m’écarter de mon fujet principal pour vous en entretenir. 
Vous en avez fait , Monsieur. , un emploi trop heureux 8c 
trop brillant, pour ne pas y prendre quelque intérêt. Rien, 
d’ailleurs , de ce qui appartient au Calcul intégral n’eft 
étran^r au Syjîême du Mondt ; & j’aurai foin d'indiquer 
prefquc toujours quel ufage on ^ourroit faire de mes ré- 
flexions* 

Je commencerai par examiner la Méthode qui confifte 
à réparer les variables dans les équations différentielles , k 
l’aide des fubftitutions; j’ajouterai un mot fur quelques 
autres m'anieres d’employer les fubftitutions pour ’le même 
objet , & je me bornerai k rechercher comment on peut 
rendre les Méthodes applicables à toutes les .équations 
différentielles. 

L’intégrale d’une équation difterenticllc du pcenuer 
ordre entre deux variables oe peut êtreqxie lafomoae 
d’un nombre indéftni de logarithmes de fbnâions 
briques élevées à des -poiffances i^uélconques , égalée i 
une foncUon algébrique. Si donc^ui .pteiad ^ épd-k «ne 

B,j 


Digitized by Google 


li Sur. le Système du Monde 
fonction qui puiffc contenir des cxpofans indéterminés, 
& a à une fohûion algébrique , & qu’on élimine & y, 
on parviendra à une équation de la forme ^ -4- </a = o. 
Si a étoit fonction d’une feule fonction de x , qu’il en 
fût de même de on auroic , par des fubftiiutions plus 
ïimples , une autre équation féparée en a & j ; 6c fi if étoit 
compofée de deux parties qui fuficnt aufii dans ce cas , la 
même chofe auroit encore lieu. 11 fuit de-là que la mé- 
thode de féparer les indéterminées par des fubftitutions 
cft générale pour ce cas : 6c fi on fait ^ Adx B dy^ 
cette fonétion étant une diflrerentielle exacte, 6c a égal à 
une fonction algébrique, 6c qu’on ait foin d’y faire entrer 
les radicaux qui fe trouvent dans la propoféc , on aura , en 
.éliminant, une équation féparée du premier ordre, ou 
bien quelquefois une équation du fécond ordre fans ^ , 6c 
qui ne contienne que ; 6c alors on parviendroie 

à une équation féparée du premier ordre, en fuppofant 
que.{ foit une fonction algébrique. Si l’équation cft du 
fécond ordre, fon intégrale efl: ab.fplumcnt fcmblablc , 
en fuppofant feulement que les fonétions algébriques , 
outre Xy y, contiennent une nouvelle variable r, telle 
que Adx B dy. On pourra donc s’y prendre 

de la même maniéré pour féparer les indéterminées, 6c en 
même tems rabaiflèr l’équation au premier ordre. La même 
chofe aura lieu pour les ordres plus élevés, 6c on parvien- 
dra toujours à réduire 6c à féparer les équations différen- 
tielles par des fubftitutions toujours du premier ordre : 
mais cette méthode cft plus cmbarraflànte que la méthods 
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eT stj R. le Calcul intégral. 13 
gcnénle que j’ai propofée , vu fur-tout qu’au- delà du pre- 
mier degré > on ne connoît plus les radicaux qui doivent 
entrer dans les valeurs des nouvelles variables. 

On pourroit, pour parer à ce dernier inconvénient, 
regarder ou du moins comme de nouvelles 

variables , U chercher à féparer , comme pour une équa^ 
tion du premier ordre , entre quatre ou trois variables fi 
l’équation cil du *fecond , pour fix ou quatre fi elleeft du 
troifieme , ôc ainfi de fuite ; & il faut alors intégrer après 
la féparation , remettre de nouveau dans cette intégrale 
■les ar, y Sc ieurs différences , féparer de nouveau par une 
nouvelle fubftitution ; & ainfi de fuite, jufqu’à ce qu’on 
parvienne à l’équation du premier ordre. 

On peut aufli fe fervir en général de la fubftitution fui- 
vante , de quelque ordre que foit l’équation. Soit o: 
je fais dx-{-Ady=iOfS)C j’ai A en x & y par une 
équation d’un ordre moins élevé d’une unité : je fais dA 
A'dx - 4 - B'dy = O, & j’ai A' ic B' en A y x-, y y par 
une équation moins élevée encore d’une unité : je fais 
dA' -+- A"dA ->r.B"dx -4- C'dy = o , & -h A"dA 
-+- Bf"dx -4- Cdy = O ; & j’ai A' y B" y C; A" y B" y 
C'y en Xyyy'Ay A; ar, y, A y B' y par une équation 
encore moins élevée ; & ainfi de fuite , jufqu’à ce qu’il ne 
refte plus qu’une équation du premier ordre. 

Il y a des équations différentielles, telles qu’on peut 
tirer de leur intégrale en a:, ôc réciproquement; d’autres 
où l’on a feulement l’on ou l’autre ; le refte enfin eft tel 
qu’on n’en peut déduire aucune expreffion de l’une des 
coordonnées en l’autre. Il eft aifé de voir que les deux 
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premières efpeccs font conftrndHblcs : mais cela ne fuie 
pas fi aifémenc de la forme de la dernière clpcce ; les ré- 
flexions que je viens de faire , fuffifenc pour le démontrer. 
En elFct, 1°. on peut conftruirc toute équation féparéc. 
Soit Je fais ^ = JT, | = K; j’ai j égale à une 

fonéiion rationnelle algébrique de a: & de fondions tranfi' 
cendantes , irrationnelles fimples de xj d’où il fuit quç 
j’aurai toujours j par la conftruciion dje courbes parabo- 
liques , la rectification du cercle, la quadrature de l’hyr 
perbolc; ficlaconllruCtioa des furfaccs i'=^ 

J’ai de même :f eny^ Se l’équation cft la projec- 

tion fur le plan des Xy y, de deux cylindres donc les 
équations foient Se x°. L’équation non ré- 

parée qui répond à K= JC, Se que je fuppofe entre *" Se 
y", cft telle qu’on a a: en y", x". Se y en y", x"\ équatioa 
conftructiblc comme l’équarion ç= Jfou K, à l’cxceptioa 
qu’elle a lieu entre trois variables , Se qu’elle a tefbio, 
pour être conftruice , de U conftruction du lieu d’une 
équation à quatre variables. Ce lieu eft un efpaoc folidc 
qu’on fuppofe être 'la fomme d’urte infinité de ftirfaces 
liées entre elles par une certaine loi. Les valeurs àe y S<.x 
étant aiofi trouvées, on cooftruira l’équation entre or*' & 
y", par le moyen du même lieu folide. Il lûk<Je-làque 
toutes les équations ctrtre <leux variables qui ne font pas 
ûbfùr<leS, font toujours conftruCHblcs géométriquomont , 
■Se repréfentées par des cotirbes qu’on peut décrire d’un 
tnouvcmcnc continu ; au lieu que celles qui ont un iplus 
grand «ombre de variables , ne fc peuvent cou ftroire •qu’on 
troUvant'fuccclHvcment les difterenecs courbes'quiiiujilbnc 
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en déterminant à volonté toutes les variables, hors deux. 
Aurefte, les équations entre deux v.-\riables où il entre 
des tranfeendantes, & les équations difFérenticllcs qu’on 
a inté<;récs fans les rappellcr k des équations féparées , fe 
peuvent conftruire immédiatement par la même méthode. 

La conftruclibilité des équations différentielles poflibles 
fc tireroic également de cette confidération , qu’il n’y a 
aucune équation entre deux variables contenant un nom- 
bre quelconque de tranfeendantes, qu’on ne puific conf- 
truire en prenant un fyftême de points qui foient animés 
de forces dépendantes de toutes les coordonnées des cour- 
bes qu’ils décrivent , &C données algébriquement; & fai- 
fant enforte que la courbe décrite par celui qui a pour 
coordonnées x Sc y, foit celle de l’équation donnée, le 
nombre des points qu’il faut prendre, dépend de l’ordre 
de la propofée. 

Ce que j’ai dit jufqu’ici. Monsieur, ne peut guercs 
iotérellèr que ceux qui aiment l’analyfe pour elle-même , 
& dont l’efprit fc pjaît à contempler des vérités , quelque 
arides &c quelque mutiles qu’elles puiflènt être ; mais la 
réflexion fuivantc peut être de la plus grande utilité , lors- 
qu’il eft queflion d’appliquer des calculs abflraits à des 
cas réels & déterminés. Les équations différentielles qu’on 
appelle abfurdes, n’ont point d’intégrale ; mais le problème 
où on en rencontre dépareilles, eft-il néceffairement 
impofBble? Je prends d’abord une'équation abfurde du 
premier ordre entre trois variables : il eft clair qu’aucune 
furface courbe ne fàtisfera au problème , & qu’ainfî , dans 
ce fens , le problème n’a pas de folution. Mais on peut 
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confidërcr cette équation comme rcpréfcntant une courbe 
à double courbure, donc une des projcélions refte arbi- 
traire : dans ce fens , le problème cil poilible , & a même 
une infinité de folucions. Il faut chercher dans Tes condi- 
tions un moyen de déterminer la projeûion arbitraire ; Sc 
alors le lieu du problème fera un cylindre donc cette courbe 
à double courbure fera la bafe. Si donc on a cherché la 
figure d’un corps , & qu’on arrive une telle équation, 
il ne faudra pas conclure qu’un tel corps ne puifle exifter, 
& que les fuppoficions qu’on a faites foient fauilès. .Je 
prends cnfuice une équation abfurde d’un ordre plus élevé 
encre deux variables , Sc où aucune difiérenticlle ne foie 
fuppoféeconllante. 11 peut arriver, ou que l’on ait, par 
les conditions du problème, une autre équation en x f y 
dont la différence foie confiante ; alors on aura x 
î » y ? i ^ ^ » enforre que le lieu du problème 

fera une courbe ; ou bien l’équation repréfentera l’inter- 
feclion de deux courbes. On aura une autre équation en 
JC, y, qu’il faudra tirer des conditions- du problème ; & 
fi l’on cherche la courbe qui termine un corps , & à chaque 
point de laquelle s’exerce une force, ou qui ait quelque 
afFcétioh femblable , il fera alors terminé par un polygone , 
& les forces n’affécleront que les points qui appartiennent 
à fes angles. On pourra faire de femblablcs taifonnemens 
pour les autres équations abfurdes» > .. > 

, III. On peut exprimer les fonélions tranfeendantes 
qui fc trouvent dans les intégrales en quantités engendrées 
par le cercle ; & cette manière de les exprimer, qui dans 
vos mains a eu. un fuccès fi brillant, m’a conduit à.quclques 

réflexions 
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réflexions que je ne puis m’empêcher de croire curieufes 
& même utiles. Je ne confidérerai que les intégrales où 
l’on a , pour une équation à deux variables , y égale k une 
fonébion de a: , pareeque c’efl: le cas le plus fimplc , 8c 
que prefque tout ce que j’ai à en dire, s’applique fi faci- 
lement aux autres cas , qu’il feroit fuperflu d’en traiter 
avec quelque étendue. 

Soit une équation difFércntielle entre x 8 c y du pre- 
mier ordre , de l’intégrale de laquelle on puifle tirer y 
en X y Sc que x te y repréfentent les ordonnées perpen- 
diculaires d’une courbe : je dis que la fonction de x qui 
eft égale k y y n’eft proprement fufceptible que de trois 
formes. 1®. Elle peut être algébrique. i®.*Elle peut con- 
tenir la fomme d’un nombre indéfini d’angles dont le cas 
foit une fonction algébrique de Jî , chacun de ces angles 
étant multiplié par une confiante. En effet, la différence 
d’une pareille fonélion efl algébrique; une quantité conf 
tante , ajoutée k cette fomme d’angles , demeure arbitraire. 
Ce cas répond à celui où la tranfeendante efl une fuit» 
de logarithmes. 3°. Elle peut contenir le cofinus d’un - 
angle égal à une fonélion algébrique, plus une fonélion 
de la forme ci-deffus , pareeque la différence de ce cofinus 
ne contient pas d’autre tranfeendante que lui-même, une 
confiante ajoutée à l’ângle dont il efl le cofinus , relie 
arbitraire : Sc ce cas répond à celui d’un produit de fonc- 
tions exponentielles & interfeendantes ; & on peut le 
divifer, foit, comme j’ai fait , en fonélion qui contient 
le cofinus d’un angle égal à une fonction algébrique , ou 
en fon(îlion qui ne contient que les cofinus d’angles qui 
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ont un rapport irrationnel avec ceux dont les cofînus lbt>t 
algébriques ; Sc l’on peut de plus divifcr la première efpcce , 
en Aippofanc qu'elle contienne, fie qu’elle ne contienne 
pas de ces cofinus multiples irrationnels. Cela pofé , voyons 
ce qu’il réfulte de cette théorie pour la forme de ces équar 
fions , c’eft-à-dire , pour le nombre fini ou infini de leurs 
racines réelles ou imaginaires. 

. Le cas ou l’intégrale eft: algébrique, eft allez connu; 
fie ce n’cft pas ici le lieu de m’étendre fur cette matière. 
Dans celui où la fonction tranfeendanre eft la fomme d’un 
nombre d’angles indéfini , j’obfcrvç , i». qu’appcllant 
X'i X\ &c. les fondions algébriques de x qui font co- 
nnus de ces angles, ils deviennent imaginaires toutes les 
fois que X, X\ I ou •< — i ; leur exprelîîon eft alors 
une imaginaire fimplc, de même que celle du finus : d’où 
il fuit que_y peut encore , dans ce cas , être réel ; d’abord , 
lorfquc tous ces angles font imaginaires à la fois , fie que 
le coefficient de leur fomme l’eft en même tems ; enfin , 
dans la première fuppofition , lorfqu’il n’y a dans y que 
des puiftackces paires de cette fomme d’angles. Dans le 
premier cas , il faut , pour que jr foit réel , que la conftante 
arbitraire foit imaginaire fimple , ou nulle : fi le coefficient 
qui multiplie U fomme des angles eft une quantité conf> 
tante, y devient imaginaire, lorfquc cette fomme eft 
réelle ; fi elle eft une fondion de * , alors, fi cette fonc- 
tion devient réelle en même tems que la fomme des an- 
gles , fie que la confiante arbitraire (oit nulle encore , on 
pourra avoir y réel. Dans le fécond cas , il faut de même 
que U confiance arbitraire foie nulle ou imaginaire fimple; 
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' & alors , fl la fommc des angles devient réelle , y ne le peut 
être que lorfque l’arbitraire cft nulle, i®. Soient 
X" f &c. des imaginaires fîmplcs : comme lorfque le co- 
finus d’un angle eft >• 1 ou ^ — i , fon finus cft une 
imaginaire fimplr, ficque l’angle dont le colinus cft X, 

cft égal à l’angle ^ moins l’angle dont le finus cft X, 
que l’angle dont le finus cft X — i cft égal l’angle 

dont le cofinus eft V \ X‘, quantité > i ou •< i j la 

fomme des angles qui entrent dans la valeur dey, cft 
précifément fcmblable à celle qui entroit dans cette va- 
leur, d’après l’hypothefc précédente; à cela près, qu’il 
faut y ajouter une fon£lion conftantc n , & qu’aiufi la 
conftante arbitraire , au lieu d’être nulle ou imaginaire 
fimpic, doit alors, pour que y foit réel , être — n 

ou — • /2 -J plus une imaginaire fimple. 3®. Soient X, X, 

X\ &c. des imaginaires compofées : la fomme des angles 
cft auifi dans ce cas une imaginaire compoféc, qui peut 
convenir avec une valeur réelle de y pour un ou plu- 
fieurs points conjugués : & fi la conftantc arbitraire cft 
imaginaire, on n’y pourra point avoir y réel, lorfque la 
fomme des angles l’eft auffi. Au refte , il y a plufieurs autres 
cas où y peut être réel , mais feulement pour quelques 
points : cela arrive toutes les fois que la fomme des ima- 
ginaires fc trouve nulle; & il feroit fupcrfîu d’entrer ici 
dans un plus grand détail. Comme l’angle dont le cofinus 
cft X, fe trouve être également cet angle plus ou moins 
un certain nombre de fois la circonférence , on aura pour 

Cij 
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chaque valeur réelle de X\ X'\ &cc. une infinité de 
valeurs de^, qui feront réelles ou imaginaires , félon que 
y fera donné en x. Si les limites entre lefqucllcs ces va- 
leurs feront imaginaires, font finies, alors y pourra être 
nécefiairement très grand ou très petit : il en eft de même 
fi elles ne s’étendent à l'infini que d’un feul coté. Mais fi 
Je cas où elles font réelles eft renfermé entre des limites 
finies, alors y pourra n’être ni très petit ni très grand. 
Comparant maintenant les fon£lions tranfeendantes loga- 
rithmiques , aux mêmes fonctions exprimées en angles , 

je trouve , A. cof. =. X — — ^ ÔC 1. X'=z 


*— A. cof. 


X‘ 




2 ®. A. cof. — X^ — I = — — 
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cof. = I -h X- = " & 1. Jr 
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A. cof. ' 




xX' 


4V^-i 


V- 


n 




\ A. cof. ■=■ X X \/ — t = 




Sc lX-hXy—i = l.X"'-h A. tT^X" 


\/ — I. D’où iA. cof. = X-i-X — 1 :x= A.t. = X^' 
-H 1. X'" \/— I. De-là il fuit que les quantités loga- 
rithmiques, ou exprimées en arcs de cercles, qui contien- 
nent des imaginaires, font exprimées en quantités réelles 
' de l’une fie de l’autre efp«ce , multipliée par V — i. 
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ET SUR. LE Calcul intégkal. ii 
Lorfque la tranfccndantc cft égale au cofinus d’un angle 
égal A une foniflion algébrique de ar, plus un nombre in- 
défini d’angles dont les cofinus foient algébriques , mais 
qui foienc multipliées par des confiantes irrationnelles; U 
eft aifé de déterminer , par ce que je viens de dire , les cas 
où cet angle cft réel , & imaginaire fimple ou compofé.- Si 
l’angle eft réel , le cofinus le fera tou jours , quelque grand 
6c quelque petit qu’il foit. S’il cft une imaginaire fimple, 
le cofinus fera encore réel , 6c le finus fera imaginaire 
fimple. S’il eft imaginaire fimple plus ou moins m 
étant un nombre entier ) le cofinus fera imaginaire fimple, 
6c le finus fera réel; ou réciproquement , félon que m cft 
un nombre pair ou impair. S’il cft imaginaire compofé , 
le finus 6c le cofinus feront auffi imaginaires compofés. Il 
fuitde-là, qu’à l’exception des points conjugués, dont il 
cft inutile de développer tous les cas , fi la confiante arbi- 
traire qui eft ajoutée à l’angle , cft prife telle que le cofinus 
foit une imaginaire fimple, alors peut être réel, s’il 
n’entre dans fa valeur que des puiflanccs paires du cofinus , 
ou bien fi ce cofinus eft multiplié par une fonélion ima- 
ginaire : ôc û cette dernière fonction eft un coefficient 
confiant, dans les mêmes ci rcon fiances, deviendra 
une imaginaire , lorfque le cofinus fera réel ; mais il pourra 
relier réel , fi les fondions qui multiplient le cofinus, de- 
viennent réelles en même tems que lui. Un cofinus n’a 
qu’une feule valeur pour chacune de celles de l’angle; mais 
dans le cas préfent , l’angle pouvant avoir , lorfqu’il y entre 
des cofinus irrationnels, une infinité de valeurs, le cofinus 
en peut avoir auffi une infinité pour chaque valeur de x t 
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& il en fera de même de y, quoiqu’il Ce puilTe faire qu’il 
n’en ait qu’un nombre fini de variables. Comparons main- 
tenant ces exprefiions en cofinus , avec les exprcflîons ex- 
ponentielles & iiiterfccndantes qui s’y rapportent. 


1®. = cof. J — I -t- 

cof. { V^— I -+- fin. f — t " 

ll}!zî±fZl—; 1 ®. = 


cof. I — I — I = 
— I , & cof. J = 

= cof. J fin. J \/ — I , 


'& 


cof. J \/ I — 



n , 

— + {V— I 

e * = — fin. J -4- 


cof. { >/ — I , & cof. — 1= — fin.jV^ — I, 

qu’on a par une des équations ci-deflus ; 3®. 

8c cof. ? -t- — I , feront ( à l’aide des équations trou- 

vées ci-defius pour les fonctions en angles Sc en loga» 
rithmes) données en exponentielles, & en tangentes partie 

réelles , partie multipliées par i , qui , par confé- 
quent , ne fc trouvera plus dans les fonéiions tranfeen- 
dantes. De la cotnparaifon de cette manière d’exprimer 
les tranfeendantes réelles ou imaginaires , on trouvera qu’il 
fc peut faire qu’une fonébion tranfeendante réelle con- 
tienne des imaginaires , mais qu’il y a alors une autre fonc- 
tion tranfeendante qui lui cil égale , ôc qu’on peut faire 
enfortc que les imaginaires ne faflent que multiplier les 
tranfeendantes , & n’y entrent jamais : d’où il fuit qu’il 
n’y a aucune intégrale qui ne fe puifTe conftruire en fup- 
pofanc la quadrature du cercle 8c celle de l’hyperbole; 
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cnforte que la ligne droite , la ligne circulaire & rcfpacc 
hyperbolique foient les feules quantités géométriques cf- 
fenticllcment différentes , toutes les lignes courbes où l’on 
a y égal à une fonéiion de ar, pouvant s’y rapporter. 

Ces deux dernières remarques ne font. Monsieur, 
qu’une conféquence bien fimplc de votre cxcelleqte Théo- 
rie des Imaginaires ; mais clics font abfolument néceflàires 
pour la pratique du Calcul intégral , de même que les for- 
mules qui les précèdent j pareeque , (î dans ce calcul on 
emploie une méthode fcmblablc à celle que j’ai donnée,, 
on ne confidere qu’une feule cfpece de tranfeendantes , 
foit nées dans le cercle, foit confidérées indépendamment 
du cercle; or, dans ce cas, l’intégrale fe peut préfenter 
fous une forme illufoirc , 8c dont, fans ces réductions, 
il eft impoflible de tirer aucun réfultat définitif. On ne 
doit pas être étonné de voir des fonctions réelles fe pré- 
fenter fous une forme qui contient des imaginaires , dès 
qu’on fait qu’il y a des moyens de les faire difparoîtrc : 
mais ce qui peut fùrprendre , c’eft que des quantités tranf' 
cendantes , telles que les logarithmes ou les exponentielles 
qui peuvent être regardées comme purement analytiques, 
nepulflcnt avoir d’expreflion réelle, que par des quantités 
dépendantes de la Géométrie, comme les finus ou les an- 
gles. On trouvera la folution de ce paradoxe en confidé- 
rant la manière donc M. Euler a, dans fon Incroduétion, 
expliqué la génération des quantités tranfeendantes. 

Si ï’expreffion de y en a; eft telle , qu’une infinité de 
valeurs de y réponde à une feule valeur de ar , ce qui ar- 
rive lorfqu’ii entre dans cette expreflion une cranfeendante 
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qui contienne des angles, ou des cofînus d’angles multi- 
pliés par un nombre irrationnel ; alors un corps qui la 
parcourt, peut s’y mouvoir perpétuellement , fans jamais 
revenir au même endroit Se recommencer le même cours : 
il aura une équation fécùlairc, fi la courbe n’cft pas 
compofée d’une infinité de branches infinies , ou d’'ovalcs 
conjuguées. Ce dernier cas cft le fcul où , y ayant une 
infinité de valeurs , le corps revient au même point. Lorf- 
que l’intégrale ne contient pas de ces fonélions , le corps 
{e meut néceflairement dans une courbe rentrante, ou 
dans une branche infinie; & alors il peut parcourir, ou 
toute la courbe , ou une ovale conjuguée , ou une branehe 
ifolée , ou une partie de la branche unique de la courbe. 

Si j’ai r en cofinus ar, r étant le rayon vcéleur d’une 
trajectoire , 8c x l’angle parcouru ; il eft clair que , fi on 
a une valeur réelle de r pour chaque valeur de a; , & 
qu’on ait en même tems dans l’intégrale, l’angle x ou 
im cofinus irrationnel , raura nécefifàirement une infinité 
de valeurs réelles en cofinus Xi il y aura une équation 
fécùlairc, & le corps s’éloignera du centre à l’infini, fi 
c’eft l’anglc X qui entre dans l’intégrale. Dans les autres 
cas, r aura autant de valeurs réelles, que Je corps fait 
de tours avant de parcourir la même courbe pour la fé- 
conde fois. Si r ne rétrograde jamais , il fera nécefiai- 
rement exprimé p.ir une fonction d’une feule valeur de a: 
& de fes cofinus , enforte ou’un même nombre de v.ileurs 
de y réponde .1 chaque valeur de cofinus a: ; & fi r cft 
rétrograde, par une fonCtion d’un nombre impair de va- 
leurs réelles , qui , pour certaines valeurs de jc , fc peuvent 

réduire 


Digitized by Google 


£T SUR LE Calcul iNTéoRAL. 15 
réduire à une feule : Sc fi rexprcfllîon générale de r con- 
tenoic d’autres valeurs, elles appartiendrbient à d’ancres 
portions de la courbe , qui ne poiirroient être décrites par 
le même mouvement, mais qui fcroienc unies par la loi 
de continuité; enforte qu’en déterminant les coefHciens , 
on auroit fucceflivement toutes les portions ifolécs de la 
même courbe. Quant à l’expreflîon du tems', elle fera né- 
celTairement de la même forme que celle de r, parccque 
les mêmes réflexions s’y appliquent également. 

Après avoir ainfi détaillé ce qui regarde le premier or- 
dre, je pourrois pafler aux ordres fupéricurs; mais il eft 
trop facile d’y appliquer les principes que je viens d’ex- 
pofer , pour que je doive m’y arrêter. J’ajouterai feulement 
que fi une équation difFércntiellc eft également une fonc- 
tion algébrique de a: & (es différences, & de cofinus x 
& fes différences , elle ne peut avoir pour intégrale qu’une 
fonction de l’ordre inférieur, pour rapport à l’un ou à 
l’autre ; pareeque, dans l’une & l’autre hypolhefe, il faut 
encore une différenciation pour faire évanouir cofinus JC, 
ou a; : & comme dx eft la feule fonâion du premier 
ordre qui foie dans ce cas , on aura alors , fi on regarde 
cofinus X comme une des variables de l’équation , une 
équation algébrique de l’ordre inférieur, qui contiendra 
x-\- n , n étant arbitraire. Cette remarque peut être de 
quelque utilité. 

I V. Lorfqu’on fait qu’on peut avoir y exprimé en 
une fonéibion de l’autre variable , & qu’il eft donné par 
une équation différentielle, il peut être avantageux , pour 

D 
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trouver y, de connottre une formule indéfinie , à laquelle 
il fe pulflè égaler dans les différens cas. 

Je flippofe d’abord , qu’on fâche que la valeur qu’on 
doit avoir ell algébrique , fie que la variable qui entre 
dans l’cxprefiion de jr , efi; un cofinus : alors , fi cette 
valeur cil rationnelle, on a 


___ a-i-t cof. Jf •+“ < eof. i*-+-rfcof. j* + t cof. 4 » • • • 

^ fl'-H i' col. X -J- r'cof. 1 * -H rf'cof. t * “H «'cof. 4 * • • 

Si elle eft du fécond dégré, elle peut contenir une fonc- 

. , , - * •+• « cof. xx-^-d cof 5 * • • • , 

non de la forme V T + ^'cof. « -t- «'cof 7 : : « + i ~ co?.TJ rr.» q» on 
peut confidérer comme deux fonébions entières , divifées 

l’une par l’autre. Maintenant, comme cof.t.X’=\/ 

foit a -\~bco(.x-\-cco(.tx-\-dcoL 3ac-f-ccof.4a;-i- •• 

_ V^ijj^cofx Qfj cof. X — la — cof. x 


-f- Z c cof. Z JT •+• Z cof. 3 ac -+- • • • • 8 c = . 

cof.= za — I -H zi cof. a: H- zccof. zx-f- idcoÇ. }x-+- • • . 


fie par conféquent ^ cof. jc-i- c cof. z jc-4- «/cof. 3 a:-h . • 

=cof.f.<<cof.=:x«i-~i-4-x^cof.«-i-iccof. ZJC-+-4«/cof. 3 JC 
ficc. Donc, lorfqoe la valeur de r ne contient que des 
radicaux du fecood dégré, on peut y fubfiituer les cofinus 
de la moitié d’angles donc les cofinus foient des fonébions 
rationnelles de cof. x. Soit en général la formule réduite 
à fa plus fimple expreffion , & compofée de deux fonc- 
tions entières fans divilèuirs communs , 6 C divifées l’une 
par l’autre ^ la forme de chacune de ces fondions lêra 
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ET SUR. LE C A LCU t* I NT I OR AL. 17 
telle, qu’appelUnc ^ l’expofatK <^u (Mgré , & falfanc«=ÿ 
p.q.r.s, &CC. Pt q» Tt s, étant des nombres premiers, 
elles ne puiHènc coaceair qu’ua n ombr e a — i de fonc- 
tions de la forme / 


^ Cx‘"+gmù 

X* ■+■ C cof. \A cof. — < çof. 


■ 

X+»eo(.~AcoC,’^\ 

ï 1 


'JT-’-f-icoC 
4-</cof.i^cor. — ^ +/eof. 


A cof. » 


Çjf' -f-mcof 


+ 4 cof.J./cof-| iX^’^ocoC. 

I -H/cof ji^cof — < -hfcof 


.(< cof— .*'■«+. 
><cot— 


^ cof— JP* +• 

A cof — X* -I- • 
• • • • 

>rfcof — X“ +• 
Xcof — 


ilcof— 

A cof — X*”+ • 


& ainfi de fuite , le nombre de ces fondions ne pouvant 
être plus grand que n ' — • i &• les X étant des fondions 
rationnelles & entières de fondions de l'ordre n — i ; 
Sc les angles derleadront imagtiukes • lorfque ies raçiaes 
de l’équation le ferout. 

Je remarquerai ici , eo paflànt , que, lorTqu’on dierche 
en général & par la fubditntion, les ractrus d’une éqna«- 
tion algébrique en\y de ar de l’ordreA, H ftuc« au Ji^ 

d’un radical de la forme V faire n c= p-'q^ r. s. 8cc. 

Dij 
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P 3 9» f'» s» dëngnant des nombres entiers » de prendre 

des fondrions de la forme , 




A-\-a^ B -\-b \/c -+- c 

-h c' 


b' y/ O c"V-^ ' 

giii ÿ/'p^ 


. . -t- C"-h c'^ 

• * * • • • 

•^^m\/(^iii_4_ c»* y/ 

4 - c’" Z)’” 


La racine n’en pourra contenir qu’un nombre n — i , 
ajoutées enfemble , & multipliées par des coefficiens en 
nombres de l’ordre n — i ; ÔC chaque fonûion de cette 
fornàe ne pourra contenir qu’un nombre égal auffi à 
n — ï de fondbious différentes fous fes fignes radicaux î 
enfin les C, C, &c. feront des fondUons ra.- 
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tionnelles entières & homogènes entre elles de fonctions 
où peuvent entrer des racines d’une équation du dégré 
n — 1 ; ôc fi le fécond terme de l’équation eft appcllé P, 
les D feront ici du dégré P". Si donc on connoîc la 
forme des racines pour une équation du dégré n — i » 
&q u’on la cherche pour le dégré n , prenant n—p.q. r. s. 
&c. fie le nombre de ces faéleurs m , on n’aura à efiayer , 
pour en trouver la forme, qu’un nombre i. 2.3.... wj 
de formes différentes , en alternant les/>, , r, s , &c. de 
toutes les maniérés pofiibles» • 

Lorfqu’on fait que la valeur de y eff algébrique , mais 
qu’on ignore où elle s’arrête , on peut la trouver par la 
comparaifon des coefficiens, en faifant y égal à une 
fonéiion rationnelle , plus une du fécond dégré , plus 
nne du troificme , &c. divifées par une autre fon<flion 
rationnelle , plus une du fécond dégré, plus une du troi- 
fieme, &c. & comme chacune de ces fonctions eft in- 
définie, & que leur nombre eft auffi indéfini, on obfer- 
vera que le nombre des termes foit, pour une fonction 
du fécond dégré , le double de ce qu’il eft pour une fonc- 
tion rationnelle, le triple pour une fonétion du troifieme, 
&c. & qu’enfuitc ces fuites commencent par un terme 
cof. »2 JC , ( m étant un nombre entier ). Il arrivera par ce 
moyen , que , lorfque la fuite fera plus élevée qu’elle ne 
doit l’être , les coefficiens des termes qui fe trouvent ap- 
partenir aux fonétions d’un dégré trop élevé , feront tels, 
que cette fonélion fe trouve vraiment rationnelle. Ainfi 
on pourra , fans craindre de donner une forme faufiè à 
l’expreflion dey, fuppofer que le nombre des termes dans 
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chaque fondtion , te le nombre des fondrions , augmen- 
rent en même tems; parccquc, (î cette fuppofttion cft 
fau0e , elle fe redlific d’elle-même , & rapproche de la 
vraie folucian , au lieu d’en éloigner. 

Il feroic peut-être à deürer, du moins pour la théorie , 
qu’on pût rappellcr aiuli à une feule forme la valeur de y 
en X, quelque nombre de cranfeendantes qu'elle puiflè 
contenir. Je vais l’eflàycr fur le premier ordre ; & ce que 
j'en dirai , s’appliquera fans aucune difficulté aux ordres 
plus élevés. Soit, i°. x' un angle j je le fuppofe divifé en 
un nombre quelconque de parties m. J’ai x'==mA cof. 

mais lorfquc m eft infini , A cof. -^ = i — t cof. — = 

cof. — A coÇ. = \ — 4 cof. — . Donc x'=m. A cof. = 

3 — - 4 cof. Et en général on aura pour un nombre 
indéfini d' angles ajoutés cnfcmble, m. cof. ^A cof. = 

3 — 4 cof. 1 1 , 8cc. Soit , 2®. la tranfeen- 

dante, le cofinus d’un angle donné algébriquement en 
cof. X , & égal i A": j’aiX=in. j êc à caufe de Aûa. 

= — = ^ , j’ai cof. cof. m A fin. — Soit , 3 ® . la 
tranfeendante, tm cofinus irrationnel , elle eft cofinus 
m A cof. = X; & comme en général elle peut être , dans 
ces deux derniers cas, le cofinus d’un angle égal à une 
fonftion algébrique, plus un nombre indéfini d’angles 

irrationoels, elle eft co géoéraJ cof. m A cof. = i — 
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-f- n a' A cof. = X''. , m ërant infini , & n , &c. irra- 

tionnel ; cnforte que- l’exprcflion de ces tranfcendantes 
eft uniforme 8c abfolumcnc femblable à la forme d’une 
fonftion algébrique, fi ce n’cft que des coefficiens qui 
font pour celles-ci des nombres entiers & "rationnels , 
deviennent pour celles - là infinis ou irrationnels : 5c pour 
mettre les deux fonétions fous une même forme, il faiit 


prendre a cof. b A cof. = 


a ^'cof. 


I***"-»- 



6cc. Dans le premier cas , <*=oo, ^ = <*'= 3 ^ 

in = so , ni un nombre quelconque qui 

peut être irrationnel; 8c dans le fécond, «= i, ^=i, 

a'=o, i'=i, m = I, m'==Oj U x' = A cof. = 
JC* 

i — ; 6c /n", ot'", 5 cc. font des nombres quelconques. 

Cette manière de repréfenter fous une même forme les 
tranfcendantes qui ont des formes différentes, eft indé- 
pendance de leur expreflion en cofinus. Soit, en effet. 



^a-i-bX”‘ .X" .X'”’ , &c. —C, m = oo,^ = ,, 
<2 = 0 , m\ m'\ 6cc. peuvent être irrationnelles , 6c 
C eft une confiante infinie. Si la fonûion eft exponen- 
tielle 8c interfeendante, j’ai mz=. i , ao , ni' ^ ni", 
6cc. irrationnels, 6c a zx=. \ , h On voit aifément 

que les fondions tranfcendantes des ordres plus élevés 
ne différant de celles-ci que parcequ’elles contiennent 
des foni^ions tranfcendantes , tandis que les premières 
là’cn contiennent que d’algébriques , elles fc trouvent 
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également rappcllées par ce moyen à une feule forme 
générale. 

On peut tirer de ces réflexions cette utilité , qu’une 
feule exprefljon indéfinie , repréfentant la valeur de y, 
quelle qu’dlc puifle être , on peut la fubftitucr dans l’é- 
quation différentielle, & qu’il viendra un point où cette 
expreflion s’arrêtera, les expofans & les cocfficiens étant 
rationnels, ou irrationnels, finis, infinis, ou infiniment 
petits , félon la nature de l’intégrale. 

Ce que j’ai dit jufqu’ici , Tuppofe la (blution des équa- 
tions déterminées ; ôc comme ce problème n’a pas encore 
été réfolu jufqu’ici, & que fa folution générale entraîne 
même des longueurs inévitables , il peut être bon de 
féparer fes difficultés de celles de l’intégration ; & pour 
cela, foity = cof. {, on aura toujours, fi l’équation 
cft algébrique. 


a-\-h cof.a? -H c cof. ix d cof. z~o : 

-h ^‘Cof.JÎ -h C' cof. Of -h î -f- cof. 2 JÎ -h J.. 

-f- c" cof. X — cof. zx — ^ . 

-t- C"',Cof. 2 ? cof. X-hZ{.. 

H- d"' cof. X — 2{ . , 

■+■ d'' cof. 3 J 


& 
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&, fi elle eft l’intégrale d’une équation du premier or- 
dre, 

a-^b cof.a: - 4 -e cof.ajf -\-d cof.jx ...... =0; 

-hi' cof. î -+-C* cof. cof. 7 . . . 

-+-é"cor. cof. X — J cof. IX — I . . . 

cof. X-t- cof. JXH- I* . . . 

-hc’’’ cof. X — , cof. tx — J* , . . 

- 4 -c^ cof. -+-</’ cof. X-l-2^ . . . 

cof. cof. X 2J. . , . 

- 4 -c”'cof. J — cof. x-f- {-i-?.. 

_|_çVnicof. 2J* cof. X — l 1 '.. 

-t-d'* cof. x-t- J — j'.. 
cof. X — J •+"{*•• 
cof. X-+-i:j* ... 

cof. X 1{* . . , 

cof. 3 J 

• cof. 2 JH- J' . . . . 

cof. 2;f — J* . , . 
cof. . . . 

H-<^""cof. l — 2:j' . . . 
4 -<^’"*cof. 3 ?' 

& coC.r = acoC.bAcoC. = a'-t- b' \ 
cof. x', cof. x", &c. étant donnée par une équatioa 
comme celle ci-deffus en cof. x Sc.cof. , & qui eft 
algébrique. On aura de plus pour le fécond cof. qui 
fera donné en cof. x , & cof. i' comme cof. eft ci-dcffù$ 
donné en cof. x } & l’on aura de même cof. en cof. x. 
Prenant une de ces équations, la fubftituant dans une 

P 
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la valeur approchée eft algébrique , & qu’on la fubftituc 
dans la propoféc , on pourra en tirer une équation du 
même ordre, d’où on puiflè tirer y en x\ &C comme 
l’équation algébrique peut approcher à volonté de la pro- 
posée, à plus forte raifon l’expreffion du même ordre en 
approchera-t-elle : on peut donc , dans ce cas , traiter 
ces équations par la même méthode que les autres ; 6c 
au lieu qu’on parvient à la vraie valeur des premières, 
on parviendra à une valeur très approchée de celles-ci. 
On remarquera encore , qu’il n’y. a aucun cas où l’on 
doive fubftituer une fonétion qui contienne plus de 
tranfeendantes ; car , ou cette forme feroit illufoire , ou 
elle conduiroit à une équation néceflàircment plus élevée 
que la propoféc. 

V. L’intégrale d’une équation différentielle entre deux 
variables peut , à l’aide d’une fubftitution fort iîmple , 
être toujours repréfentée par une fuite infinie, de U 
forme a h x c x'- dx^ -4- ex^ .... Cette méthode 
eft donc générale , & voki des réflexions qui pourront 
jetter quelque jour fur cette théorie , qui peut être utile. 
Toutes les fois qu’une fuite infinie de la forme ci-deffus 
repréfente la racine d’une équation algébrique , on a le 
coefficient d’un terme quelconque égal à une fonâiou 
rationnelle fie algébrique des termes précédens ; enforte 
que fubffituant fucccflivement dans cette expteffion leurs 
valeurs données par de fcmblablcs fonélions, on aura le 
coefficient général égal à une équation rationnelle , mais 
indéfinie , de a fie de /i , A étant ce que devient y lorfquc 
X = O : A pouvant avoir un nombre quelconque déter- 
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miné de valeurs, chaque terme de la fuite aura une valeur' 
corrcfpondantc à chaque valeur de a ; & chaque fuite qui 
en naîtra , reprëfentcra une des racines de l’équation 
propofée. Soit m l’expofant du dégré de l’équation or- 
donnée par rapport à le dégré le plus élevé des x 

dans les cocfKciens des puiflances dey; j’aurai un nombre 
P m -\- P m — I de coefficiens indéterminé dans l’ex-, 

preflîon du terme générai ; & le fécond terme b de la 
fuite pourra être donné par une équation d’un dégré 
quelconque , plus petit pourtant que celui de la pro- 
pofée. 

Je fuppofe maintenant que la fuite infinie repréfente 
la valeur de y, lorfque y eft donné par une équation 
difFércntielle du premier ordre. Soit l’équation difFéren- 
tiellc mlfe fous une forme rationnelle & entière , j’y 
fubftitue , pour y, fa valeur en fuite infinie ; & cher- 
chant à déterminer les coefficiens, je trouve, i“. que 
Je premier terme a refte arbirraire , que le fécond b eft 
donné par les différentes valeurs que peut avoir ^ lorf- 
que X = O \ 1®. que le terme général eft encore une 
fonétion rationnelle & indéfinie des termes précédens, 
mais d’une forme différente, & qu’on peut, par une 
fubftitution fcmblable , le rappellcr à une forme rarion- 
nelle & indéfinie de u, 3 , & de n, dans laquelle il y 
aura autant de coefficiens indéterminés que dans l’équa- 
tion différentielle , c’eft-à-dire , p-^ i . m . m' i 
— 1 , /7ï étant l’expofant du dégré où monte y ^ Sc m' 
de celui où montent les différences. On trouvera de 
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même que , pour le fécond ordre y a Sc 6 relieront arbi- 
traires. c fera donné par les valeurs de ~ , lorfque * = o : 
le terme général fera fonélion de <2, c, & de n; 

& il aura un nombre p i . m . m' -+■ i . m"-\- i i 

de cocfficiens à déterminer : & ainfi de fuite pour les or- 
dres fupérieurs. 

Confidérant maintenant la fonélion d’un nombre in- 
défini de termes qui exprime le coefficient général , je re- 
marque qu’en mettant fous cette forme une fonélion finie 
de rt, on ne peut en faire évanouir une feule tranfeen- 
dante ; enforte qu’ici où cette fonélion efl compoféc de 
termes algébriques & rationnels, elle ne peut être qu’une 
fonélion algébrique & rationnelle de c, &c. 

AT j.rN' N^' B, J, ^ M r • 

riy e , Jy e , &c. d ou il luit que prenant n pour 
une variable, a^by c pour des confiantes, &c(n) pour 
J’expreffion du coefficient , on aura entre ( « ), n , Ôc leurs 
différences, une équation différentielle ordinaire, qui 
fera d’un ordre d’autant plus ou moins élevé , que les 
fonélions qui entrent dans la valeur indéfinie de («) le 
feront aulfi plus ou moins. Mais comme il peut y avoir de 
ces expreffions indéfinies auxquelles ne répond aucune 
quantité finie, il faut chercher un moyen de dillingucr 
CCS cas des autres. Je remarque que ce qui les dillingue 
fpécialement , c’eft qu’il y a, .pour le cas où l’cxpreffion 
peut être finie, une expreffion de (/î), quelle que foit/2; 
au lieu que dans le fécond cas on n’a de valeur defn), 
que lorfque n cil un nombre entier pofitif. Si donc on 
prend une éqnation aux différences finies en (/ï) , z: , & 
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& quM y en a une infinité : on aura aufii une infinité de va- 
Jeurs de X\ qui rcirapliront bien la condition propofée. 
Donc, au lieu de la tranfccndante l’intégrale peut 
contenir l’arbitraire jF. 1®. Soit X-hJ'X^ mX^ je 
hisX' = X\6cfzi X'-^^X'==X\m"z=:X\m’’=^ 
X'y pourvu que 1 ce qui peut avoir lieu d*unç in- 
finité de manières , fans que mo\xn foient zéro. 3“. Sojt 
X -h dX = m X anty je fais JC = & j’ai X' 

S'X' = e . X'" ; ce qui fe rappelle au cas fui vaht. 4® . Soie 


X-+-«TX=/nJr®, jefaisJr' = e*'^ , & j’ai J'X 


\.X^ .m* 


M 

■ ; ce qui donne X' -t- ^X' = X', pourvu 

que /7j^ 8c I ; 8c pour le cas ci-deflus X' -4r S^X' = 

X\ Ionique X' = e ; mais ces deux demicres formes 
font illufoires, parccqu’ellcs font les racines d’une équa- 
tion en Jf' 8c Xqui en aune infinité; enforte que X' ca 
-cft une , 8c X' -t- S'X' une autre; 8c la vraie valeurde X\ 

dans ces deux cas , efi 4 -l.x-+-« 

fjr’ Jx 

ou bien 'e** . , 8cc. & ainfi i 

J’infinî , a y a\ 8cc, étant les confiantes qu’il faut ajouterià 
une des valeurs de \.X'‘y ou 1. p.our avpir toutes les 
autres. Ces formules font connues. On pourrdit égale- 
^ment , de fequation JT* -f- <rJT' = tirer l’expreffioa 
‘des autres équations qui y répondent. • • • . ' ' ’ 
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On voit que dans tous ces cas il n’y a qu’une valeur réelle 
qui rend = o, ou confiant; que toutes les autres font 
imaginaires ; & qu’ainfi il faut , au lieu de F. X\ prendre 
une fonélion arbitraire d’une fonélion réelle , compofée 
àcX\ & qu’on trouvera toujours , dans les cas où elle eft 
pofliblc , par l’article III ci-defTus. 

Les équations dont je viens de parler, ne font pas les 
feules qui naiflent de ces différences hypothétiques : en 
effet , on peut avoir une équation en , & fes différences 
d’ordres quelconques, prifes dans différentes hypothefes 
de valeurs de cTar , mais oà x Sc y font les mêmes pour 
toutes les hypothefes. Alors on aura les équations de con- 
dition , à l’aide des méthodes précédentes, en regardant 
‘les différens J'y comme différentes variables, & à l’aide 

'de cette remarque , que -H H- elt la meme chofe 

que^ , lorfquc ar = J' = ? , la première formule étant 

prife avant, &la fécondé après la fubflitution. Quant k 
l’intégrale de ces fonélions, elle ne pourra contenir de 
tranfeendantes qu’autant qu’il y en aura qui fe trouve- 
roient les mêmes dans l’intégrale 6c dans fes différen- 
tielles prifes dans les différentes hypothefes» 

Le lieu d’une équation aux différences finies entre 
deux variables , 8c dont les différences ne font affu- 
jcttics à aucune hypothefe , efl , comme le lieu d’une 
équation différentielle, une, courbe dont l’une des va- 
riables efl l’abfcifîc , & dont .l’autre efl l’ordonnée. Le 
lieu d’une équation aux différences finies, Jx étant 
donné par une hypothefe,. efl, un polygone inferit dans 

cette 
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-4- (n) H- î , & que je cherche ? en « ; j’ai = 
(lï-h I ), lorfque tT« = i , & que x eft fuppofé 
confiant; je fais enforte que par -là je parvienne à une 
équation aux différences finies , qui ne contienne plus de 
termes indéfinis, fi elle eft poffible , quel que foit n ; ÔC 
que faifant « = oo , il ne s’y trouve que de ces quantités 
qui , fous une forme infinie, n’expriment que des trans- 
cendantes finies : alors la fuite fera Sommable. Cette même 
maniéré d’employer les différences finies , eft générale 
pour le problème des interpolations , la Sommation indé- 
finie des Suites en nombres, &c. J’aurois pu remarquer 
qu’une Suite ne peut être Sommable lorSque Son terme 
général contient des fomftions logarithmiques ou irration- 
nelles de « , pareeque , quoiqu’il Soit* poffible qu’un nombre 
déterminé de termes contienne des irrationnalités, cet 
abaiffement de l’équation , qui donne le terme général , 
ne peut être indéfini : mais il n’eft pas Sûr que toute Suite 
qui , dans l’expreffion de Son terme général , n’a point de 
pareille fon<ftion , Soit pour cela Sommable. 

Ces réflexions Suf les méthodes connues d’intégrer , 
qu’on peut rendre générales , me paroiflent prouver éga- 
lement qu’il n’y en a point qui , pour certains cas & dans 
certaines vues, n’aient des avantages particuliers, mais 
qu’elles ne Sont en général ni plus Amples ni plus courtes 
que celles que je propoSe dans l’Eclairciflement Sur le 
Calcul intégral ; & que toutes n’étant au fond qu’une 
même méthode, confidérée fous différens points de vue , 
celle-ci a encore l’avantage d’être plus dire<fte. 

F 
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VI. Je n’ai rien dit , dans mon petit Ouvrage fur le 
Calcul intégral , ni de la détermination des confiantes 
arbitraires dans les équations ordinaires, ni de la théorie 
des équations aux différences finies lorfqu’une des diffé- 
rences a «ne valeur déterminée, ni enfin de la recherehe 
des valeurs paiticulicres que doivent avoir les fonélions 
tranfccudantes qui entrent dans les intégrales des équa- 
. tions aux différences partielles. Je vais m’étendre un peu 
fur chacun de ces trois objets. 

L’équation intégrale d’une équation différcnriclle du 
premier ordre cft ml, jé —h R *+■ Ü — — o ^ Sc S eranc 

desfonélions de as , ^ & iVunc conftantc qui cft arbi- 
traire r il y aura donc autant d’équations differentes qui 
réfolvens également la propofée, que N peut avoir de 
valeurs ; & il cft qoeftion ^ déterminer laquelle de ces 
équations convient à chaque problème particulier. On 
fuppofe ordioaircment qu’une valeur b 3/c y réponde à 

une valeur a de ar , 5c on a iV = — m\. Â ^ 
étant les fondions confiantes qui naiflent de la fuppo- 

fition dea:=<i,&j'=^; mais — ml.A B' eft fuf- 
ceptible d*ur»e infinité de valeurs lorfque ./4'n’eft pas zéro, 
& parconféquent N a aufC une infinité de valeurs , & il 
y a encore une infinité d’équations qui toutes font l’in- 
tégrale de la propofée. La talfon en eft , que l’équation 
A^= O, étant fuppofé déterminé , repré- 
lènte une infinité d’équations, toutes liées par la loi de 
continuité ; ôc que n’ayant point déterminé celle de ces 
équations th y=. b répond à a?=: tf , N doit avoir une 
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voilcnr pour chacune de ces équations où Ton voudra 
fuppofcr x~a Sc y = h en même tcrns. II faudra donc , 
pour décermincr abfolument déterminer pour quelle 
valeur dc\.A, x= a ic y = l> doit avoir lieu ; 8c alors 
N n’ayant qutmc valem-, on ai>ra l’équation déterminée 
\. A B -h N = O. Ce que je viens de dire du cas ou 

féquation \. A~\-B-i^N-==:Oy N étant déterminé , tc- 
préfence une infinité d’équations , a lieu égîdemcnt lorfquo 
B -+- N = 0 repréfente plufieurs équations , 8c il faut faite 
le meme raifonnement. Dans cette maniéré de déterminer 
K fai cherché une intégrale détcrminéc^e la propofée ; 
dont toutes les valeurs particulières fuffènt liées entre clics 
par la loi de continutté^ mais cette fuppofition n’cft pas 
la feule qti’on puiflè faire, & il y a des problèmes parti- 
cnliers où cette loi ne doit pas avoir Keii : on peut, par 
exemple, fuppofer que x = a icy = b doivent avoir lieu 
pour toutes les -valetirs de Tëquation A B -+■ JV^= o ; 
& alors ^ ne fera point réduit à une feule va leur , mais en 
aura une différente pour chaqtTeTaletrr particoIieTe de l’é- 
quation., &. l’intégrale fera compofée d’une infinité de 
valeurs parricaliercs , qai ne ferorrt pas liées entre elles 
par la loi de xmnthnntë, tnais dans diaconc dclquelles 
y— i répondra à *=:<*. Comme K ri’erïtrc point dans 
l’expreffion de cette exprcfîion refte affùjcctie à la ldi 
de continuité quoiqu’il y .ait dq^ fauts dans la valeur 
de iV: d’où il iTuh: que fi J’équation cft reprefencée par une 
oourbe, cette intégrale difcoatlnuc peut avoir la forme 
d’une courbe cortcimie , c’eft-à- dire être compofée dépar- 
ties de courbes qui fe touchent. Je Tuppofe quef alc^ égal ‘à 

Fij 
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une fbndlion algébrique fractionnelle de cofinusJr plusiV^^ 
il cil clair que mettant w n -+- Jf à la place de Jf , y aura 
la même valeur fi N refte déterminé à une feule valeur. 
Si donc je Veux, pour facisfairc à certaines conditions du 
problème , que^ ait difFérentes valeurs pour x, a: -f- n, 
x-h in,xH- 3 n,ll faudra que iV^ ait auffi plufieurs 
valeurs pour x,x-f-n,a:-Hin,Ar-+- 3 n; mais toutes 
ces valeurs de y ne feront plus liées par la loi de conti- 
nuité. 

Je fuppofe que j’aie une équation algébrique entre r &C 
Cof. X , que r foit le rayon d’une courbe qui eft fuppofé 
circuler autour d’un pôle fixe , & que x foit l’angle par- 
couru par ce rayon ; fi je prends pour l’élément de l’aire 
l’efpace compris entre deux rayons qui faflent entre eux 

l’angîe , j’ai cct élément égala &parconfé- 

quent appcllant cette aire 5, j’ai s = — h N. L’in- 

tégrale de cetre différentielle peut être algébrique , ou 
bien contenir des angles. Si elle eft algébrique, foit pris 
N tel que s = o lorfque x = o; on aura encore f = o 
lorfque x = mn, x/nfl, 3 »nn, &c. m étant un nombre 
entier. Cela ne peut arriver fans que r oa devenant 
négatifs, donnent des aires négatives. Si donc on veut 
avoir pour toutes les valeurs de x l’exprefiîon jde l’aire , 
en fuppofanc toutes les aires pofitives , il faut que N ne 
foit pas déterminé, 8c qu"H foit égal, pour un nombre 
quelconque de révolutions , à deux fois la fomme des 
aires négatives, prife pofitivement , plus deux fois la 
fomme des aires négatives , prifes jufqu’au point pour Ic- 
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quel on cherche la valeur de A^. Cette expreflîon n’cft 
point aflujettic à la loi de continuité. Cependant , fi je 
fuppofc que d’un point fixe, un point animé d’une vîtcfle 
proportionnelle À fe meuve le long d’un rayon qui 
tourne en même tems avec une vîtefie uniforme , ^ que 
la courbe ne foit qu’une feule branche rentrante en elle- 
même , le point parcourra une fpirale dont le rayon lêra 
proportionnel à l'aire', & par conléquent à l’exprcfiîpn de 
l’aire donc je viens de parler, quoique cette exprefiion ne 
foit point afflijettie à la loi de continuité , & que la fpirale 
foie continue quant à fa defeription. 11 cft aifé d’expliquer 
cette difficulté , en remarquant que dans ce cas cette fpi- 
rale n’cft pas une courbe unique , mais une fuite de courbes 
différentes qui fe touchent entre elles , & qui repréfentenc 
les différentes aires pour lefquelles, au lieu de 1 = 0 , 
lorfque ar = o , on a les différentes valeurs qu’on met à 
la place de N pour chaque révolution , & où les aires 
négatives ont été prifes pofitivement. Il fuit de-là qu’il ne 
fuffiepas, pour qu’une aire ne puifle être exprimée algé- 
briquement, qu’elle doive être repréfentéc par une fpirale 
dont la defeription foit continue; il faudroit encore que 
cette fpirale fût démontrée n’être qu’une feule courbe 
analytique : ce qui me paroît prouver que la démonftration 
de Nevton fur la quadrature indéfinie des ovales n’eft pas 
fuffifantê. Vous avez cru, Monsieur, que cette matière 
n’écoit pas indigne de .vous occuper , & j’ai eu le bonheur 
de me rencontrer avec vous. Cet accord me donne le cou- 
rage de publier cette réflexion , malgré le nom de Ne vcon r 
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fon autorité ccflTe d’en être une, puifqu’dlc <rft comtsattuc 
j>ar la vôtre. 

Si l’intégrale contient des angles , elle fera de la forme 
s ^ cof. = AT -H nAcoÇ = X'-\- X* ■+■ N y JT, 
X" étant des fonctions algébriques de cof. x. Cctrc 
exprcflîon renferme deux cas : on bien rcs angles font 
fous une forme réelle & ils y ont une infinité de valeurs 
réelles, ou bien ils reprefentent un logarithme' qui n’en 
a qu’une. Ce dernier cas rentre dans celui qire je viens 

de traiter. Quant à l’autre , je rfais m Acof.=X=mx 

A-, m A cof. = AT cof. x -4- V i — X*. fin. ar; je mets 
m A X' fous ur>c forme fcmiblable ; je prends tel 

qnc X étant zéro, s Icfoit aufiî, les antres angles étant 
ce qu’ils font naturellement, fansy ajouter aucun multiple 
de û ciroonférencc ; & certc expreflkm repréfente s , fans 
qu’on fort obligé de faire aucune Tuppofitioh pour un 
nombre de révolutions quelconque , s’il n'y a pas d’âircs 
négatives qu’on veuille regarder comme pofitives ; car (I 
cela avoic ilico , H faudroit s’y prendre comme d-deflus, 
Lorfqu’onfait que la valeur de Taire doît^ independam- 
«CDC de tonte fnppoftrion, migmcncer connntrdiemcnc 
tandis que x augmente , comme iharrfve dans fc cas d’un 
ovale fimplc, il cft clair qu’H n'y a que la première hypo- 
thefe qui puilïc y convenir , & qu’amfi j 7 war -4- 
m' A cof. XX X"^ m"A cof JT"- N, JT érant 
«ne conftanre ■décerminéc : une -ovale ne petit donc vrre 
quasréc iadéfinimcnc , on nc peHtmômcen avoir Tin- 
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t^grale pour une révolucion , parcequ’cllc cft toujours 
proportionnelle à n. Si, au lieu d’être algébrique , la dif- 
férentielle de s contenoit lecofinus d’un nombre indéfini 
d’angles qu’une feule difFérenciation fait évanouir, & que 
le cofinus fût la feule tranfeendante qui Ce trouvât dans la 
valeur de s, on auroit également 

cof. mx -^r m'A 

pour tranfeendante , &. l’arbitraire fera déterminée comme 
ci-deffus , en obfcrvant toujours, ce qui cft très impon- 
tant, que AcoC.=iX' & les autres angles femblables 
n’ont qu’une feule valeur pour chaque valeur de cof. x , 
mais que as en a une infinité r &.11 en feroit de même fi ds 
contenoit une fuite indéfinie d’angles, 8c qu’ils cntraflènc 
fans autres tranfeendantes dans la valeur de s. Si l’on avoir 
fait 5 = 0 lorfqiic coC*= o, au lieu de 5 = 0 lorfque 
a: = O , on auroit eu le même réfulut que ci-deflus , à 
l’aide des principes établis au commencement de cet ar- 
ticle. Cettâ théorie des confiantes , indépendamnaenc de 
Ton utilité dans la folution des problèmes particuliers,, efi 
encore utile dans le cas des méthodes d’approximations, 
comme j’aurai foin de le remarquer dans la fiûte de cette 
Lettre. 

Ce que je viens de dire s’applique également au fécond 
ordre ; j’obfcrvcrai feulement que fi je fuppofejr =élorf- 
que jf = a, 8cy=é' lorfque JC j’aurai 
—H := O , 8c 1. A' -f- B' -f-'jV o ÿ d’ou I. A B — : 

I.A^-¥- B*y équation qui doit me ferVir pour déterminer 
la fécondé arbitraire Mais fi fc trouve ésalcmenc 
dans A & danc B , il peut être impoffible d’en avoir la 
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valeur en a^by al, b'. Dans ce cas ^ fi l’on favoic qu’on’ 

cûc en même tems x — a , y =b , èc^—c, on auroïc 

N Sl en faifant ces fubftitutions dans les deux inté- 
grales du premier ordre qu’a la propofée ; c’eft-à-dire que 
fi l’intégrale repréfente une courbe , il faut , au lieu de 
deux points réparés , prendre deux points confécutifs ; ce 
qui cependant ne revient pas au même, pareeque les deux 
valeurs confécutives font toujours prifes dans une même 
branche, au heu que les deux autres peuvent être prifes 
dans différentes branches : & par conféquent cette ma- 
niéré de déterminer les confiantes porte avec elle une 
nouvelle détermination qui ne fe trouve point dans l’autre, 
& qu’il faut fupplécr. Ces réflexions font égalerfient appli- 
cables aux autres ordres. 

Si , au lieu de déterminer ainfi les confiantes en général, 
on les vouloir déterminer pour un cas particulier & donné, 
dans lequel on connût plufîcurs valeurs de répondant 
à autant de valeurs de x , on aura différentes équations., 
d’où on tirera les'valeurs particulières qu’il faut prendre 
pour les A" & \es\.^, fous la forme la plus fimple & la 
plus déterminée. . • 

Si l’on avoir enfin une équation entre trois variables, 
& qu’il fallût déterminer l’arbitraire ou les arbitraires , il 
faudrott faire en même tems x =*<*, y— b,i=c, 
autant de fois qu’il y a d’arbitraires , ou x = a, y —b, 

î = c, ^=</, ^ = pour deux arbitraires; ou bien , 

fi l’on fait que à ^ = c répond une équation donnée en x 
&y, on déterminera les arbitraires pat cette condition: 

mais 
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mais il y a ccttc différence , c’eft qu’on peut faire à volonté 
les autres fiippoficions» & qu’il faut que celle-ci foit don- 
née d’ailleurs, & convienne à la propofée. 

VIL 11 n’eft pas des équations aux différences finies 
comme des équations aux différences infiniment petites: 
on ne peut, dans cellcs-ei , faire d’autres fuppofitions que 
<xlle d’une différentielle confiante ; & cette fuppofition ne 
change que peu la nature de l’équation, pareeque 
&c. entrent toujours de même dans l’équation après cette 
fuppofition comme indépendamment de la fuppofition , & 
que déplus, dx confiant ne pouvant entrer dans les coef- 
ficiens , l’éqnation a toujours une forme déterminée. Dans 
les équations aux différences finies , au contraire, il peut 
arriver i°. que Sx foit fuppofé égal à une quantité finie 
confiante , & alors il faut remarquer que l’équation étant 
aux différences infiniment petites , fi cfi fuppofé conl 
tant, il y a une équation de condition de moinr^ &que 
s’il n’y a que deux variables , l’équation efi coup ers poflî- 
ble., ce qui vient de ce que </»:’"= «/ac"*” *. Adx 
toujours intégrable , ce qu’on ne peut pas dire d’une fonc- 
tion rationnelle de Jf & de Sx : & ainfi il faudroit encore 


une équation de condition. Soit pour cela que je fup- 
-pofe être une différentielle exafte; je trouve qu’il faut 
pour cela que — S. = o , en ne confidérant dans 


ÀV 

3T7* 


comme variables., que les Sx qui font nés de la dif- 


fiépcnciation de 5 = 2 f’i iCettc équation , qui efi toujouns 


identique lorfque , efi fous use forme ândéter^- 

Jininéc lorfque Sx efi fini^ confiant , poneequ’on ae peac 
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diftingucr quelles font dans les V\cs i'x qu’il faut y traiter 
comme variables : d’ailleurs, comme «Tjc peut entrer dans 
les coefficiens comme fon£lion conftante , de même qu’il 
entre dans la fonélion comme différence de Xy V fe trouve 
avoir une infinité de formes différentes, qui fe rapportent 
toutes à la même en faifant «Tac = a. Ne pouvant donc 
trouver par ce moyen l’équation que je cherche , je fup- 
pofe que j’aie une équation & qu’il foit queflion 

de favoirfi elle cft poffible, je la multiplie par^, &. je 
trouve des équations de condition à l’ordinaire, dont le 
nombre eft /» — i , celui des variables étant n; & regar- 
dant A comme une des variables, & joignant la propoféc 
aux autres équations, j’ai n ■+• i variable, & n équation : 
d’où il me doit rcfulter , i que toutes ces équations aient 
lieu lorfque Vz=.o y ce qui me donne des équations de 
condition A l’ordinaire; i». que A ait une valeur poffible, 
différente de = o. Or , on a A donné par une équa- 
tion qui ne contient pas de ar ni «Ta:, mais feulement une 
autre variable; or on a l’équation de condition pour ce 
cas , & il la faut ajouter aux autres. S’il n’y avoit que deux 
variables , cette équation feroit la feule , & on en tireroit 
les mêmes conclufions quant à l’étendue de l’équation in- 
tégrale, qu’on tire des autres dans ce cas. Il peut arriver, 
en fécond lieu , que J'jc fbit fuppoféégal à une fonékion 
quelconque de « , ou de x & des variables , oudex, des 
variables & de leurs différences. On emploiera dans tous 
CCS cas la même méthode que je viens d’indiquer , & elle 
donnera également les équations de condition cherchées 
pour qu’une équation foit pofllble , pareequ’on trouvera 
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de même , qu’une des équations ordinaires ne donne au- 
cun réfultat. Si, fuppofanc que multipliant par.^, f'=o, 
mis fous une forme telle qu’elle contiennccTar, J'J'x, Sec. 
félon les circondances , Sc prenant les équations de con- 
dition comme s’il n’y avoit aucune hypothefe, il arrive 
que celles qu’on a pour y, j , &c. ne foient pas les mêmes 
pour y=o que pour une autre valeur qu’on auroit de 
cay mettant, pour «Ta:, J'S'x, Sec. leurs valeurs; alors 
on peut fe contenter de ces équations , regarder la der- 
nière comme déterminée , & y faire entrer comme va- 
riables dans les différenciations partielles , tout ce qui s’y 
trouve de «Ta:, J'J'x, Scc. Si je cherche maintenant fi 
cft ou n’cft pas une différentielle exacte , je fais /{= 

& je cherche les équations de condition : fi l’équation 
— V=o admet une folution complette, pourra 
être une différentielle exaéte. 

Lorfqu’une équation aux différences finies efl telle 
qu’on n’y ait fait aucune hypothefe pour la valeur de /ar, 
on a pour intégrale celle de l’équation aux différences 
infiniment petites qui y répond : & cette intégrale ne peut 
■contenir d’autres tranfeendantes que celles qui fe trouvent 
dans la propofée , fi. celle-ci cfl: fous une forme finie; car 
fi elle cft fous une forme infinie, comme cela arrive fou- 
vent , elle pourra contenir les tranfeendantes qui con- 
viennent à l’ordre dont fe trouve être l’équation aux dif- 
férences évanouiffan'tesi Mais fi l’on a fait une fuppofition , 
*& que S'x folr déterminé à avoir une certaine valeur, 
'alors foit X une fonction des Variables, qui devienne 
'X -h ôc qu’y mettant , pour ix , fa valeur ,' elle de- 

Gij 
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vienne X , X -h a, nX a ^ mX'* •, alors, pour la 
première fuppofition , une fon(^tion quelconque de X 
pourra être éliminée & demeurer arbitraire. Soit, par 
exemple , «T jf = — ix, j’aurai JT = jc‘. En effet, dans 
cette hypoihefe ^ x'- ixSx J'x*- — x'- ; donc toute 
fonélion de je’' ne fera point changée par la différencia- 
tion, & par conféquenc l’intégrale fera une fonftion algé- 
brique , plus cette fonéUon de ar qui refte arbitra ire. Une 
équation d’un ordre quelconque , mais rationnelle & en- 
tière, entre X &c Z , peut être telle que la valeur de Z 
qu’on en tire , repréfente la fonélion arbitraire de X. Cela 
pofé , il faut prendre garde qu’il ne fuffit pas que l’équa- 
tion en- Z 5c iï^demeure la mémelorfque devient X-i~ 
J'Xy mais qu’il faut eneore que ces deux expreffions foienc 
égales , 5c ne foient pas deux racines différentes de l’é- 
quation en Z 6c JT, dont l’une devienne l’autre en faî- 
fant X—X^ Sx. Ce cas forme une clafTe à parc. Pour 
les autres, foit, i®. X H- «far = JT a on aura 
dans l’équation finie, ôce'*^"*’* dans la différentielle j 6c 
à caufe àc z=zc“ ^ on aura dans l’un ôc dans 

l’autre : on pourra donc éliminer e ; donc l’intégrale de 
l’équation différentielle du premier ordre pourra, danscc 
X 

cas, contenir e , 6c l’arbitraire fera le coefficient de e , 
Soit cTar = <i, il eft clair que X=ar, on aura e* pour 
une tranfeendante qui peut entrer dans l’intégrale de la 
propofée. Soit, x®. X-^Sx-=: nx-, foie n un nombre 
entier ou fraâionnaire , on aura également e Sc l. X* 


Digitized by Coogle 


IT SUR. LE Calcul intégral.’ ,51 
6 c Eo efFcc^ àcaûfe de e""^= c"* jdel.nJV'rs' 

011 peut faire évanouir également chacune de ces fonc- 
tions à l‘aide de l’équation finie Ôc de fa différentielle. 
Soit n irrationnel , on ne pourra avoir que I. JT & e*”’ 

'& l’arbitraire fera une confiante qui multipliera Xdans 
le cas des logarithmes, ou qui lui fera ajoutée dans le cas 
des exponentielles. Soit «rjf = Ar,ona 

& x'*, m étant irrationnel, feront les tranfeendantes qui 
pourront entrer dans la propofée, Soit, 3°. X-{~SX:=i 
nX-\- a., on aura, fi « efi un nombre rationnel, e^. 
Soit, 4®. X -h J'X = mX'*, on aura 1 . JT & 
lorfque n efi rationnel, mais la première forme feulement 
n étant quelconque. J’ai fuppofé jufqu’ici X algébrique. 
Soit X=\. X\ j’ai pour le premier cas, 1 . X'-*-Â^ Y‘-C~ 

IV’/. I X'-friX' „ „ 

i* -A - 4 - , ou 1 . — -jp — <j , & repauant aux nombres , 

— = e ; à^o\x X' ^ S^X' ■=ic* X*^^ ce qui revient 




J** 

au fécond cas. Soit JT= < , j’ai pour ce cas t 

-\r a \ d’où je tire X'égal à une fonélion logarithmi- 
que , 8c X algébrique : ce qui revient à la première hy- 
pothefe. Soit, pour le fécond cas, 'Jf=l. JT', j’ai l. X' 

■ -4-. J'X' — O i d’ou X' JX x^X'" y ce qui efi le 

. " * . Ty X' . JT'-t. J'X* y' 

.quatrième Cas. ScMt^;= e i j’ai e T d’où 

je tire X' -H JX'— X' - 4 - a , ,ce qui efi le premier cas. 
Soit JT= X'" , ni étant irrationnel , j’ai X' -4- JX''‘=s 
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cette courbe de l’extrémité de chaque côté, duquel on 
puifTe mener des perpcndicuhaircs à l’axe , qui y coupent 
des portions égales aux différentes valeurs fuccefflves de 
J'x. La courbe dans laquelle on peut inferire ce polygone , 
eft unique après la détermination de quelques points , 
lorfqiie l’intégrale ne contient pas de fonâion arbitraire ; 
mais autrement , il y en a une infinité. Si l’on ne cherche 
qu’une folution particulière du problème, & que l’on ait 
autant de valeurs fucceffives de y Se de x qu’il y a d’u- 
nités dans l’expofant de l’ordre de l’équation , il fera tou- 
jours facile de la conftruire. En effet, la quantité qu’il 
faut ajouter à a: , cfl, pour l’ordre», n/x-f-» — i<t*x 
H- » — 1 ... - 4 - /"a;; & pour y, elle cft nj'y-+- 

n — \S^'-y-\-n — où par l’hypothefc 
on a «Tx, «T^a:, &c. &c. excepté <T"Af & 

& l’on a <T"a: & par l’équation propofée & l’hy- 
pothefe à laquelle les différences font affujetties : on 
aura donc fucceffivement toutes les valeurs qu’on vou- 
dra de X & de y. 

Il paroît qu’on peut conclure de cette conftruéHon 
que toutes ces équations font poflîbles , parcequ’clle s’ap- 
plique à toutes, 6c qu’ainfi la recherche des équations 
de condition c(l ablblument fuperHue : mais il faut re- 
marquer que ce polygone ainfi conftruit 8c indéfiniment 
continué peut être ou ne pas être infcriptible dans une 
courbe continue; que c’eft là précifément la queftion; 
qu’il peut l’être lorfquc l’équation a une intégrale, 8c 
ne peut pas l’être lorfqu’elle n’en a point. Dans le pre- 
mier cas , on peut fairé paffer une courbe donnée analy- 

H 
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tiquement, par les dilférens points qu’on trouve par la 
conftruction ; Si cela cil impolTiblc dans le fécond. 

On peut, lorfqiie 1 équation cfl polîible Si des ordres 
fupëricurs , la traiter comme une équation du premier 
ordre, & regarder les différences des ordres inférieurs 
comme des variables qui peuvent entrer dans l’intégrale : 
on aura par-là un nombre d’intégrales égal à l’expofanc 
de l’ordre de la propofée, fi l’équation admet une inté- 
grale complctte , car les différentes tranfeendantes peuvent 
ici être traitées comme celles qui entrent dans les équa- 
tions ordinaires. ( Voye\ la Préjace. ) J’ajouterai encore , 
que , foit n l’ordre de l’équation , il y a une équation 
didércnticlle de l’ordre «, à laquelle il faut, dans le cas 
de la fonction arbitraire , i^uter une équation entre trois 
variables, qui donne la fonction dont la différence cft 
nulle ; ou en général deux équations entre trois variables ) 
dont l’une pourra contenir des différences partielles, def- 
quclles on peut , en les intégrant , tirer l’équation en x 
Siy, qui réfout l’équation propofée. Si qui eft aux diffé- 
rences finies. 

VIII. Les intégrales des équations différentielles qui 
contiennent des différences partielles, peuvent contenir 
non feulement des arbitraires conftantes , mais aiilfi des 
fonélions arbitraires de fonélions déterminées des varia- 
bles, qui contiennent ou ne contiennent pas d’autres fonc- 
tions arbitraires femblables , félon l’ordre 8c la nature de 
la propofée. J’ai montré , dans mes Ouvrages précédens, 
la manière dont les fonélions peuvent entrer dans les in- ' 
tégralcs ; ôc l’on trouvera dans la Préface une maniéré de 
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les trouver , générale & abfolument femblable à celle que 
j’y donne pour les équations ordinaires. Cette fonékion 
arbitraire, que je peux défigner par FiX, X étant la 
fonélion déterminée , eft telle qu’on doit avoir une équa- 
tion finie , algébrique ou tranfeendante , entre F.X&cX, 
mais il n’eft pas néceflàirc qu’on Ait F. X égal à une fonc- 
tion de AT; en effet , l’arbitraire F. X n’eft telle que parce- 

qu’une différenciation donnant • dX , & l’autre 

— ^ ^ , on peut éliminer F. Xy\ caufe de 


dX 

dy 


dy 
d.F.X 

iJLdy 

dy y 


or, quelle que foit l’équation entre F.X èc X, 


j’ai d. F. X-\- A.dX'^^ o , & 


d.F. X 

J 

Ty^^ 


dX J , AdX j 

■^dy-^rA-^dy 


d. F. X d.F.X 


= P ; d’où je tire, en éliminant A , jÿi— — 


-d-y^^ 


dX > 


ce 


qui eft la même équation que ci-deflus : donc je puis 
éliminer également/': donc, &c. 

Pour déterminer maintenant les valeurs particulières 
-qu’il faut donner ^ ces foniftions arbitraires pour chaque 
problème particulier, je fu'ppofe que , faifant { = on 
ait une équation donnée entre _y & a:; cette fuppofition 
-fuffit s’il n’y a qu’une arbitraire ; s’il y en a deux, je fup- 
pofe de plus que étant on ait une autre . équation 
donnée entre x Sc y; &c ainfî de fuite pour chaque fonc- 
,cion. Cela pofé , foie fait î = ûJ & ayant mis la valeur 
. de y en X dans l’équation intégrale, j^ai F. X donné 

Hij 
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en a: , -it ne contenant plus que x : d’où il m’eft aifô de 
tirer la valeur de F. X en X. Je fuppofe enfuite que j aie 
deux fondions , l’une de X , 1 autre de jV, & que X 6c 
X' foient des fondions déterminées de jc , jk, ? ; je fais 
J = a , & ^ égal à une fondion de x , j’ai une équafion 
en F. X y F. X y X y X U X' ne contenant que X‘, 

je fais enfuite f = 0 '; je prends la valeur correfpondantc 
de J' en a:, & j’ai une équation en F. X\ F . X"'y & x. 
Je différencie l’une & l’autre équation , dans la fuppo- 
fition que A”'-h X-hJ'X, ce qui donne une 

valeur de J'x : j’élimine enfuite F\ qui fe trouve être 
le même dans les deux équations , & il ne m’en refte 
plus qu’une en F.X^ F.Xy &c x; je la différencie 
encore dans l’hypothefe de X'-\- «T A"’’ = A’*' -f- J'.Y”, 
qui me donne upc valeur de J'x : j’ai alors une équa- 
tion entre F. X" Sc x y qui cft dans le même cas que^ 
la précédente. Si l’équation A" H- «TA'” = A' -H /A' 
ne peut avoir lieu, je fais J' X''' = X' A'; & pre- 
nant la valeur de x en A'”, 6c la fubftituant dans la 
propofée, j’ai une équation aux différences finies du 
premier ordre entre X" Sc F,X"y «TA” étant égal à 
une fondion de X\ Si l’équation A'"-+- /A'"= A'-h 
J'X' étoit aufîi impoffible, je différencierois une des' 
équations, en fuppofant A"'-+-cTA'"= A'; Sc cela pofé, 
j’éliminerai F, Sc j’aurai F.X'^, F. A”' dans ma der- 
nière équation , ce qui la rend de la même forme que 
celle dont je viens de parler. 

Si, au lieu de JF. A, F'.X' feulement, j’ai de plus 
JT». A", F"\ X'“, Sec. prenant un nombre de conditions 
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convenable , j’aurai par la même méthode une dernière 
équation en F. F. AT”, F. X''\ F. Al’"", &c. laquelle 
pourra être finie par différentes réduétionsfuccelîîve.s, ou 
du premier ordre entre F. X F. X'”, & x , ^X'"'-=. X”‘ 
— A'"'; ou du fécond ordre entre F. A '"', A'", FX’‘^ 

& a:, cTA’""=A'*— X'"\ zA'*-h 

X''"\ lorfque cela eft poflîble; & lorfqne cela ne l’eft 
pas , une du premier ordre où «T. F auroit deux valeurs 
différentes : ou une du troificme ordre , &c. &c. Au 
refie cette réduÉlion cfl également impoflible, foit qu’on 
ne puiffe trouver de valeur convenable de «Ta: , foie qu’en 
la fubflituant dans l’équation on la rende identique. Ce 
que je viens de dire de la maniéré d’éliminer les F qui 
fe trouvent dans une équation donnée en nombre quel- 
conque , peut donner également la manière de réduire à 
-une équation finie , ou moins élevée, les équations diffé- 
rentielles aux différences finies qui en font fufceptibles. 

Si j’avois F.X Sc F'. X\ & que X fût F\ A' -4- AT", 
X" étant déterminé , & que de plus on eût une équation 
en F.X-{- F'. X\ & ar , & une autre en A-t- P, A', 
& JC, on auroit également; par une feule opération, 
une équation en F',X"\ F'.X'* ^ & jc; & il en feroic 
encore de même, fi j’avois F.X ic F'.X\ & que A 
contînt F'. X' d’une maniéré quelconque. Ces principes 
fuffifent pour trouver les équations convenables aux cas 
les plus compliqués ; & il faut en général , comme dans 
le calcul ordinaire , autant de conditions que de fonc- 
tions arbitraires. 

J’ai fuppofé jufqu’ici qu’on avoit y ca Xy X ca x. 
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X en X y Sc ainlî de fuite : or , fi cela n’eft pas pofiiblc , 
il faut faire les memes opérations que ci - dcfl'us ; mais 
alors, au lieu d’avoir une équation réduite au nombre 
de variables qu’elle doit contenir, elle en paroîtra con- 
tenir un plus grand nombre , qu’il faudra chercher à éli- 
miner à l’aide de toutes ces équations ; ce qui peut con- 
duire à des formes très compliquées & très cmbarraïïantes, 
mais pour lefquellcs les principes ci-dclTus font fuffifans. 

Si, au lieu de ces fuppofitions, j’avois pris une équa- 
tion entre Si. F.<b\x Si 4> 6c <I>' étant fonction 
dea:6cy, 6c que j’euflTe fiippofé que cette équation dût 
avoir lieu lorfque fans avoir befoin d’autre équa- 

tion pour déterminer/^.®; je pourrois faire ®'= ® 

6c j’aurois a: 6c y en ® 8c j ; cela pofé, je dilFcrcncierois 
l’équation en faifanc tout varier , 6c enfuite en ne faifanc 
varier que <I>; ce qui me donneroit deux équations d’où 
j’élimincrois F,<b-\r i \ à caufe de 


ôc à caufe de 


d . F . <I> 

' W* ' 


d. f. <l' -I- î d. f . -f- J 

■di 


d<t> 


d>l> 


d.F,<b , je n’aurois plus que 


F.® 8c fes dilFércnces, 6c une équation du premier ordre, 
fi J ne s’y trouvoit plus : fi j s’y trouvoit encore , alors 
il faudroit deux équations pour déterminer F.®; 8c on 
l’auroit immédiatement, fi, en éliminant ® -H j, on 
éliminoit auflî ; finon , on aura deux équations entre 
/^. ®, Z’. ®, ®, i/®, d’où l’on éliminera { 6c 

d\y 6c il reliera une équation différentielle du fécond 
ordre. > 

Si l’on avoit { = a , y donné en ar, di enar,y,</ar, 
dyy ^ fécondé condition , 6c qu’il y eût 
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deux fondions arbitraires à déterminer ; l’intégrale où le 
trouveroit une de ces fondions , la donncroit; êc l’autre 
intégrale corrcfpondante donncroit l’autre, fans qu’il fût 
bcfoin de recourir à aucune nouvelle intégration. Il en 
fera de même pour un plus grand nombre de fondions 
arbitraires : & c’cft à dépareilles conditions qu’il faut, 
dans les problèmes particuliers , chercher à aflîijettir ces 
fondions ; car la détermination n’en peut être plus fimple. 
J’obfcrverai feulement que cette détermination n’a point 
toute la généralité dont elle eft fufceptibic , ce qui eft un 
avantage dans les cas particuliers , qui , fans cela , en 
exigent encore de nouvelles , fur-tout lorfque l’équation 
aux différences finies amené elle- même une fondion ar- 
bitraire dans fou intégrale, ou même pluficurs ; car alors 
la détermination en peut être encore embarraffante. 

Il ne me refte plus qu’à faire obferver que ce que je 
viens de dire, ne contredit en rien la difeontinuité de ces 
fondions arbitraires, telle que je l’ai admife dans mon 
Calcul intégral ; elles peuvent en effet, pour différentes 
valeurs de ^ , avoir différentes exprcflîons. Dans ce cas , 
il faudra les déterminer autant de fois que ce changement 
peut avoir lieu ; & par conféquent , pour que la détermi- 
nation foit complctte , il faut que ces changemens foient 
eux-mêmes affujettis à l’indéfini à de certaines conditions , 
ou foient en nombre déterminé. Le premier cas conduit 
à ces équations aux différences finies impoffibles , mais 
conftrudiblcs , dont j’ai parlé dans l’article précédent. 

Toutes les équations aux différences partielles ne font 
point contenues dans celles donc j’ai parlé , même dans 
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Ja fuppofition d’un nombre de variables fupérieur à troiSt 
Je vais examiner ici en peu de mors quelques unes des hy- 
pothefes qui peuvent en faire naître de nouvelles , plutôt 
pour faire voir la fécondité de mes principes 8c la maniéré 
de les appliquer , que pour donner une théorie fuffifante 
de ces équations. 

Je fuppofe d’abord , que j’ai une équation entre x , y 
& leurs différences , x\ y' Sc leurs différences, & qu’on 
puiffe regarder x' & y' comme confiantes lorfque x Se y 
varient, 6c réciproquement : celapofé, foit une fonélion 
finie de ces quatre variables, 8c qu’elle foit différenciée 
d’abord dans l’hypothcfe de x\ y' conftans, 8c enfuite 
dans l’hypothefe de x\ y' variables; il eft clair que la 
fonélion étant égalée à zéro, les deux différentielles le 
font audi ; ce qui donne, à chaque différenciation, le 
moyen de faire évanouir deux tranfeendantes , ou une 
fonélion arbitraire. Les intégrales des équations différen- 
tielles contiendront donc, dans cette hypothefe , le même 
nombre de fonôlions arbitraires ou tranfeendantes , 8c 
des fonétions de même nature, que les équations aux 
différences partielles du même ordre , dans l’hypothcfc 
que j’ai confidérée particuliérement, à l’exception que, 
dans certains cas , la fon(flioa arbitraire fera fonélion de 
x\ y\ ou X ^ y, au lieu d’être fonélion d’une feule fonc- 
tion déterminée. Quant à la détermination des fondions 
arbitraires, il n’y a ici rien de particulier à remarquer, 
finon qu’au lieu d’équations données en x Sc y pour des 
valeurs particulières de ^ , il faut avoir *ci des équations 

en 
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ET SUR. LE Calcul intégr.al. ^î^ 
en X & y pour des valeurs particulières de ac' &: y, ou 
réciproquement. 

11 peut le faire qu’on fâche, qu’au lieu de dilFérencier 
une équation finie , d’abord en fuppofant a/,y conftans , 

enfuite en les fuppofant variables, on l’a dilTérenciée 
d’abord dans une de ces hypothefes une ou pluficurs fois, 
ôc qu’on l’a difiérencicc enfuite dans la fécondé. Ce cas 
rentre dans celui dont je viens de parler ; mais il en difFere , 
1 ®. en ce qu’il ne contient point de foncHons arbitraires , 
a®, en ce qu’on peut le réfoudre en intégrant d’abord dans 
une de ces hypothefes , Se enfuite dans l’autre;, ce qui 
rend l’intégration plus (impie. Mais il faut obferver aulîî , 
que comme dans l’intégration , par rapport à x, y, x' Sc 
y font fuppolés conftans , de même que leurs différences, 
ili en doit entrer une fonélioti dans chaque arbitraire , 
fonélion qu’on déterminera pour l’hypothefe d’une équa- 
tion donnée en x* Se y, lorfque x Se y ont des valeurs 
déterminées; Se que comme en intégrant enfuite par 
rapport à a/, y, x Se y font fuppofés conftans, ils doivent 
également entrer dans les arbitraires, Se qu’on détermi- 
nera la fonélion de x , y, qui par conféquent doit entrer 
dans chacune pour l’hypothcfc d’une équation en x Se y^ 
lorfque xf Se ÿ ont des valeurs déterminées. 

^ Il ne faut point juger, dans ce cas, de l’ordre de l’é- 
, quation par celui des différences. Par exemple ; on peut, 

•appcUant y la' fonélion finie ï' avoir ^ » fans 

qu’il s’y trouve ni HJx ou tidy^ ni dJx' ou ddÿ \ l’é- 
quation efl cependant du fécond ordre. Ainfi, pour 

I ■ r. . . li ^ .. ' .... .J 
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juger de l’ordre de l’équation, il faut multiplier par deux 
celui des différences. L’ordre de la propofée ne peut être 
plus grand , & fera fouvent moindre. Dans les queftions 
particulières qui conduifentà ces équations , on pourroit, 
fl les données du problème le permettoient , prévenir cet 
inconvénient en changeant l’hypothcfe, &, au lieu de 
différencier de la maniéré que je viens d’expliquer , prendre 
des dy & "ày, dây^ ^ &c. & de même pour 

chaque variable , & les fuppofer ainfl varier de deux ma- 
niérés indépendantes, mais fans en fuppofer aucune conf- 
tantc. Il cfl aifé de voir que ces deux cas rentrent l’un 
dans l’autre toutes les fois que le premier ne conduit pas à 
des fonéfions arbitraires de deux variables , ÔC non d’une 
feule fonélion déterminée. 

' Si, au lieu de cette première fuppofîtion , j'avois prJ> 
une équation entre x &y, en fuppofant que x S<.y puif- 
fent devenir y -H dy^ y ôy, x-\-dx ^ x-^'àx y fie 
ainfide fuite; fie que je fuppofe que ô», indépendant 
de dx ^ varie cependant en même tems , en forte que j’aie 
desde/jf, fiée, j’aurai des équations auxquelles ce 

que j’ai dit des équations aux différences partielles à trois 
variables , s’applique fans difficulté. Mais fi je fuppofe dx 
confiant lorfque je différencie par rapport k bxy alors 
j’ai une équation du même genre que celles dont je viens 
de traiter, à cela près , qu'une différenciation ne peut pas 
.faire évanouir une fonâion quelconque de ^ &cy , parce- 
que ces variables ne font nulle part fuppofées confiantes. 

'Je n’en dirai point ici davantage fur cette matière, que 
je fuis bien loin de croire épuifée, fie qui cmbraflè ua 
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nombre d’hypothefcs peut-être indéfini; c’efl: à vous. 
Monsieur., que les Géomètres doivent cette nouvelle 
branche du Calcul intégral , la plus importante peut-être 
de toutes, puifquc tous les phénomènes où entrent des 
fluides ou des corps flexibles , ne peuvent être aflùjcttis 
à une autre analyfe. 

On ne connoît les phénomènes de la Nature , qu’autant 
que nos fens & nos inftrumens nous le permettent, les 
différences qui leur échappent font nulles pour nous ; 
ainfi, dans quelque cas que ce foit, dès qu’on cherche à 
rapporter à des obfervations la loi d’un phénomène , ou 
la force qui s’y exerce , l’une ou l’autre ne peuvent égale- 
ment être connues qu’à ces différences près ; le calcul de 
ces loix n’eft donc jamais qu’une approximation. Ainfi , 
dès qu’il efl uniquement queftion de la connoiffance de 
la Nature , les méthodes d’approximation les plus fimples 
font les feules qu’on e^ive employer; &, pourvu que 
l’erreur foit telle qu’elle foit imperceptible à nos inftru- 
mens , & qu’on ne néglige dans le calcul que de pareilles 
quantités, il eft clair que ces méthodes nous donneront 
tout ce que nous pouvons connoître. On pourroit objeéler - 
que , quoique plus fimples , les méthodes d’approximation 
■peuvent conduire à des réfultats plus compliqués que ceux 
OÙ conduiroient les méthodes exactes , appliquées aux 
'équations approchées qui naiffent du problème; mais cet 
inconvénient n’eft qu’apparent , pareeque le réfultat de 
la méthode d’approximation peut ; toutes les fois qpe cela 
arrive , être rappelléà cette forhie plus fimple, en ne né- 
gligeant que les quantités qui doivent l’être. £nfin , s’il 

lij 
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66 Sur. le Système du Monde 
ëtoit queftion d’un problème où l’équation fût d’une forme 
qui en admît d’abfurdes , il pourroic arriver que l’équation 
d’un phénomène réel fût abfurde , 6c qu’ainfi on ne pût 
rien tirer de cette équation qu’en cherchant à avoir une 
folution approchée. Les méthodes d’approximation appli- 
cables aux équations dilFérenticlles, ont le défaut d’être 
prefque toujours fautives à un certain point : ôc c’ed la 
raifon pour laquelle il paroît qu’il faudroit ne faire aucune 
fuppodtion dans les équations difFérenticlles, 6c après les 
avoir intégrées exactement, chercher alors des valeurs 
approchées ôc plus Amples. Je me fuis occupé jufqu’ici de 
ce qui en général pouvoir , par le moyen des méthodes 
exaétes , fervir à la folution des problèmes qui dépendent 
du Calcul intégral : je vais m’occuper maintenant des 
moyens généraux de fuppléer à ces méthodes, lorfqu’elles 
demandent trop de travail ; & je remarquerai fur-tout ce 
qui me paroîtra relier d’inccrtii^de dans chacun de ces 
moyens. 

La première méthode d’approximation que je vais con- 
fidérer, eft tellement Ample qu’elle ne demande que les 
connoillances les plus élémentaires; 6f la marche en eft 
fûre : mais elle ne s’applique qu’aux cas où les phénomènes 
peuvent être obfervés dans leurs plus petites variations fen- 
Ablesî Je fuppofe d’abord que j’aie une équation en^, dy, 
d^y^ d^y, &c. X 8c dx^ étant conftant : cela pofé, 
je cherche par l’obfcrvation quelles font les valeurs de y^ 
y, y, y", 8cc. qui ont lieu dans les phénomènes, lorfque 
x-=a^dt d\ cT, ôcc. ces valeurs ne différant entre elles 
que d’une quantité. conftante, U tellement petite, que 
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Ton quarré foie imperceptible avec les indrumens les plus 
parfaits : & pour avoir les valeurs fuivantes fans obferva- 
tions, je fais "dans l’équation dy—y^ — y, ddy=^' 

— "•">> =y^ — ly"-^ ^y' y* ^cc. dx—od 

— jr ; ôc j’ai une équation qui doit avoir lieu générale- 
ment entre un nombre donné dey confécutifs , & égal à 
l’expofant de l’ordre de l’équation , augmenté de l’unité. 
J’ai de cette équation la valeur dey", 'par exemple, ea 
a:, a:', y, y, y"; donc j’ai celle dey'fcmblablcment en 
y y", y, x'\ x'. Mais j’ai y" par la précédente , & 

= 1 x ' — X ; donc j’ai y" en y, y, y ", x Sc sd. J’aurai 
.de même y' & toutes les valeurs fuivantes dey: ces va- 
leurs ne différeront des vraies que de quantités de l’ordre 
y — X , qui , par l’hypothefe , font imperceptibles. Cette 
méthode entraîneroit cependant trop de longueurs , s’il 
n’y avoitpas un moyen très fimple de les éviter. En effet, 
je fuppofe qu’au lieu d’avoir toutes les valeurs de y de x 


en a/, je me contente de les avoir de xen x-h n .x' — x ; 
alors , foit l’équation du troifieme ordre , je calcule jufqu’à 

ce que J aie ^ , y » ^ » y ^ Ces 

termes une fois trouvés , j’ai , par une (impie fubftitution , 


y'’‘" & les termes fuivans. Je tire également de ces 
termesy Eliminant cnfuitey',y", y^, j’ai y"* * " èn 
y, y'*" • ffoù je tire facilement enfuite Icsy"’^*, 

y'*'^", y"^" , &c. Cette méthode eft fufHfante toutes 
les fois que x devenant x\ y n’aBgmcnte que d’une petite 
<)pantité dont le quarré foit négligeable j fans cela , oa 
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n’a les y qu’à une quantité de l’ordre x' — x près : & 
fi la quantité dont y augmente eft fort grande , on bien 
que le nombre de fois dont elle augmente d’une quan- 
tité finie foit très grand , alors on n’a point une valeur 
approchée de y. Pour avoir une méthode d’approxima- 
tion dans ce cas , £c la perfectionner dans les autres , on, 
pourroit chercher la fonction qui , la multipliant, la rend 
une difFérentielle exaCtc ; puis, par la remarque qui fe 
trouve dans mon Calcul intégral, page ii , & par la 
méthode de réduire en fuites infinies les différences finies, 
qui s’y trouve aufii page 71 , on auroit une valeur appro- 
chée de la différence finie de l’intégrale de l’ordre immé- 
diatement inférieur de la propofée : & comme il y a un 
nombre de pareilles expreflions égal à l’expofant de l’ordre 
' de la propofée, les connoiffani toutes, j’en tirerai une 
cxprellîon fans , à laquelle on pourra appliquer 

la méthode ci-defTus , & qu’on rendra d’autant plus appro- 
chée, qu’on prendra plus de termes dans l’cxpreflion en 
fuite de la différence finie. La méthode d’approximation 
que M. Fontaine donne pour les quadratures , clt un cas 
particulier de celle-ci j 8c on peut également ici trouver 
les valeurs approchées par une fuite de la forme ordinaire , 
en fuppofant n = e». 

Cette méthode d’approximation elHnfinimentinférieure 
à la plupart de celles qu’on a employées pour les problèmes 
de cette efpece ; & je ne la mets que parccqu’on en peut 
tirer deux ufages afièz importans. Le premier confifie à 
déterminer les coefficiens conflaos qui entrent dans une 
équation différentielle , que l’obfervation ne peut faire 
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connoîtrc , & qu’on veut avoir indépendamment de l’in- 
tégration. Quand la nature du phénomène permettra de 
connoître des valeurs fucccflîvcs de y , où croiffànt 
d’une quantité très petite , y ne croiflTe ou ne décroillè 
que d’une pareille quantité , on aura une valeur très 
approchée de ces quantités, fi, leur nombre étant 
& l’expofant de l’ordre de l’équation m , on a un nombre 
n m d’obfervations. Le fécond fc rapporte aux phé- 
nomènes pour lefquels on n’a point d’équations difTé- 
rentielles, mais où l’on connoît feulement la nature ôc 
l’ordre que doivent avoir ces équations , par celle des 
forces qui peuvent l’avoir produit ; alors, comme la 
forme de l’équation différentielle eft algébrique, on la 
mettra fous cette forme générale : on prendra les valeurs 
des dyt ddy, &c. que donnent les obfervations , fi l’é- 
quation efl entre deux variables; fi elle eA aux différences 
partielles, les valeurs de que donnent pareille- 

ment les obfervations : on déterminera les coefHciens ; 8c 
"augmentant à mefure le nombre des termes , on parvien- 
dra à un point, où, quelque obfervation qu’on prenne, 
elle ne produira dans l’équation que des changemens qu’on 
peut négliger. L’équation différentielle , ainfi déterminée , 
fera l’équation de la propoféej 8c on pourra, lorfqu’il 
fera plus commode, la regarder comme une différentielle 
exacte de l’ordre immédiatement inférieur. 

Lorfqu’on connoît k peu près la valeur générale d’une 
quantité donnée par une équation différentielle, & qu’on 
veut, de cette équation , en tirer une valeur plus approchée, 
il faut obferver crois conditions : i°. Que l’équation qu’oa 
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70 Sur le System bdu Monde 
aura i intégrer, le foit par une méthode particulière , plus 
fimplcque la méthode générale d’intégrer : i®. Que cette 
valeur approchée le foit davantage que la valeur approchée 
qu’on fuppofe connue , & que toute autre valeur appro- 
chée ne difFcre de ccllc-ci que d’une quantité très petite 
par rapport à la difFérence entre les deux premières va- 
leurs ; 3®. Et ccci fuit de la fécondé , que l’cxpreflion de 
cette valeur approchée foit d’une forme qui convienne à 
l’équation propofée , enforte qu’elle contienne les tranf- 
cendantes qui peuvent s’y trouver & changer la forme de 
l’équation , & qu’elle n’en contienne point d’autres. C’eft 
d’après ces trois conditions que je vais hafarder ici quel- 
ques réflexions fur les différentes méthodes d’approxima- 
tion donc j’ai fuivi la marche. Lorfque, dans une équa- 
tion en X te y y on fubftitue à la place de y y fa valeur 
approchée , & que la propofée étant ainfl réduite à une 
forme intégrable , on en tire la valeur de ^ ; il peut 
arriver que cette nouvelle valeur ne s’éloigne de la pre- 
mière que d’une quantité très petite que j’appelle a , 
;nais s’éloigne auffi de la vraie d’une valeur b , du même 
ordre que a , enforte qu’on ait la valeur approchée qu’a 
une quantité de l’ordre a près. Dans le meme cas, fi je 
fais dans la propofée y égale à fa valeur plus b , j’ai b 
donné par une équation du même ordre que la propofée , 
& qui peut contenir autant de tranfcendances : donc a 
peut n’en pas contenir un pareil nombre de celles qui 
doivent fe trouver dans la vraie intégrale , ou en contenir 
un pareil nombre de celles qui ne s’y doivent pas trouver, 
11 fuit de-là que la méthode prife en elle-même ne peut 

conduire 
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conduire à .luciin rdfiilcatafrurë. Voici maintenant comme 
P conçois qu’on peut remédier à ces inconvéniens. 
1®- L’equacion d’ou l’on veut tirer la valeur approchée, 
étant de l’ordre dont eft l’équation différentielle algé- 
brique qui donne la vraie .valeur , il eft toujours poflible 
défaire la fubftitution , enforte qu’elle contienne toutes 
les tranfeendantes qui doivent entrer dans l’équation pour 
la valeur qui ne différé de la vraie que d’une quantité 
de l’ordre a*- : & comme la fubllitution fe peut faire d’une 
infinité de fiçons, &. qu’on peut avoir une infinité d’é- 
quations de la même forme pour la valeur approchée , 
il eft bon de la fuppofer toujours de trois termes , le 
coefficient d’un d’eux étant toujours tout ce qu’on vou- 
dra, & un autre étant égal à l’unité : enfuite il faudra 
s’affurer quelles formes dey peuvent s’accorder avec les 
phénomènes qu’on fuppofe connus par les obfervations , 
& déterminer le coefficient inconnu d’après cette fuppo- 
fition. Cela fait, il faudra s’allurer, foit par les obîèr- 
vations , foit par l’examen de la propofée, fi la valeur 
approchée l’eft aux termes de l’ordre près. Si cela a 
lieu, alors on peut employer utilement la méthode; & 
elle donnera des réfultats de plus en plus approchés. H 
me fcmblc , Monsieur, que ces réflexions reviennent 
cx.iétement h celles dont votre folution du Problème des 
trois Corps eft accompagnée , & qu’elles fuffifent pour 
établir combien il efl; néceffairc pour cette cfpecc de mé- 
thode, de laiflïr dans une équation du fécond ordre & 
de trois termes, un coefficient indéterminé, d’examiner 
le réfultat de la méthode à pojlsriori , de s ’affi . '■ ~'’ori 
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de ce qu’il doit être, & comment on peut, avec ces pré- 
cautions, fe. flatter d’une réuflite, incertaine fans cela. 
Ainfl , la bonté de votre méthode & la légitimité de 
vos, doutes peuvent égalcnv:nt fe déduire de la nature de 
cette méthode , & des principes généraux du Calcul in- 
tégral. La méthode que M. de la Grange a employée pour 
l’orbite de Jupiter, cft la même quant au fond; mais il 
trouve à priori le moyen de remédier aux inconvénicni. 
En effet, il cherche quelle cft la petite grandeur qu’il 
faut ajouter à & qui cft /i j , n étant très petit , 6c ? 
une nouvelle variable : puis cherchant \ par approxima- 
tion , il le trouve aux quantités de l’ordre n près; ce 
qui donne y aux quantités de l’ordre n'- près. L’équation 
différentielle à laquelle ce grand Géomètre rappelle l’é- 
quation donnée , eft rufccptiblc d’intégration par une 
méthode plus fimplc que la méthode générale , 6c con- 
vient à tous les cas où l’on cherche la valeur très petite 
qu’il faut ajouter à une quantité connue à peu près. Je 
vais vous faire parc de mes recherches fur ce fujet; non 
que je veuille comparer mon travail à celui de notre 
illuftrcAmi: cette témérité n’eft point dans mon carac- 
tère. Mais je crois que le point de vue fous lequel j’ai 
envifagé cet objet , n’eft pas fans intérêt ; 6c j’avoue avec 
plaifir , que fi ce que je vais écrire a quelque mérite , je le 
dois à M. de la Grange , qui a tiré un parti fi avantageux 
de cette forme générale d’équation. Je la connoiflois à 
l.i vérité pour celle où l’équation , multipliée par une 
fonétion d’une feule variable , devient intégrable ; mais 
cette idée avoit été abfolument infruétueufe entre mes 
mains. 
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J’examinerai d’abord l’équation en elle- même, 8c la 
maniéré de l’intégrer ; 8c )e paiîcrai de-là àfon ufagepour 
les méthodes d’approximation. L’équation que je condderc 
cfl: V -J- — ^ -4- - 4 - ‘"‘'y i^v 

y ^ ■ -k-X = o\ 


a ^ c • • • X étant des fonélions de X. Il cft aifô 
de voir, 1 ®. que multipliant cette équation par AdXf 
elle deviendra une différentielle exaéte toutes les fois que 


1 — da-\-d^ b-^d>CyèLc. A — a-^hdB-^ id^CfSic.dA 


-t- ^ — "^dc^ 8cc. d^ A • • • —O , 8c que cette dcrnrerc 
équation , qui cft identique , étant toujours poflîble ft l’oa 

en tire A , la formule Aydx A ady A B -H 


•• -f- eft une différentielle exaéte ; t®. 

dX* 7 * 

qu’intégrant cette différentielle par partie , elle devient, 
en prenant r — , q — , f — pour les derniers 

dx" Jx""” dx 


termes de l’équation. 



* J n — % 

d X 


A P dAq-\- d*Ar~^~ -H • • • H- fAXdx\ 

formule qui» dans le cas que je confiderc, eft égale à 
léro. L’intégrale d’une équation de l’ocdre inférieur d’une 
unité ne peut contenir qu’une rranfeendante; donc on a 
dA ft~ydA-=.Oy d 8c B' étant algébriques ; donc A = 
e “ B" y b" étant aulfi algébrique : ce qui fe lire aufli immé- 
diatement de la confidération de l’équation en A. Or il 
peut arriver, ou que a" foie confiant; dans ce cas» on a 

Kij 
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une valeur algébrique de & l’intégrale de la propofée 
cft une fonction algébrique , plus le terme fAXdx^ qui 
peut être 1. X' X'\ où a" eft algébrique ; & alors l’in- 
tégrale efl: multipliée dans tous fes termes par e“ , fonc- 
tion exponentielle, fAXdx étant aulfi c“ multiplié 
par une fonélion algébrique , plus une confiante : d’oii 
il fuit que l’intégrale efl une fonétion algébrique H — : 

t 

ou bien a fera n I. d" & y* étant algébriques , 

& n irrationnel ; fans quoi le cas fe rapporte au précé- 
dent : alors on a de même e'^ à tous les termes , &, l’in- 
tégrale cft abfolumcnt de la même forme que ci-defliis. 
Suppofant l’intégrale connue, elle fera de la forme de la 
propofée , & fc pourra intégrer de même ; mais , quant 
au terme f. A' J A Xdx ^ s’il cft le produit de deux inté- 
grations fucccflivcs fur des difFércnticllcs algébriques , 
l’intégration ne donne qu’un logarithme multiplié par lui- 
même, ou deux logarithmes fous une forme linéaire. Si 
contient une exponentielle , & que fAdx n’en con- 
tienne pas, il y en a une dans l’intégrale, qui peut conte- 
nir encore un logarithme; fi fAdx en avait contenu, 
il y en auroit eu deux; 6c fi en avoitcu une fins que 
A' en eût, il auroit pu y avoir encore une exponentielle 
& un logarithme : fur quoi il faut remarquer que route 
exponentielle afFcclant tous les termes , peut être fup- 
poféc ne divifer que l’arbitraire. Continuant les mêmes 
opérations , il fc trouvera autant de fomftions logarithmi- 
ques ou exponentielles que d’intégrations , les exponen- 
tielles étant toujours flmples , ajoutées les unes aux autres. 
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& multipliées par des fonctions algébriques , & les loga- 
rithmiques (Impies 8c élevées à des pu i (Tances , mais telle- 
ment que la piiilTance n d’im logarithme éqiiivaille à n 
logarithmes dilTerens, 8c le produit de deux logarithmes 
à trois fonétions , 8cc. 

L’équation en A peut avoir autant de folutions de la 
forme a' A -+■ b'd A = 0 ^ que l’cxpofant de l’ordre de l’é- 
quation a d’unités; 8c tirant de chacune une valeur de 
A^ multipliant la propoféc , l’intégrant, on aura un pa- 
reil nombre d’intégrales de lapropofée, d’oii, en élimi- 
nant, on tirera l’intégrale finie de la propofée; ce qui 
fera plus commode que par des intégrations fucceflives; 
mais cela n’efi: polTible que lorfqu’il n’entre point dans 
l’intégrale logarithmes multipliés , parcequ’alors il ne 
fe trouve pas même nombre de A^ fonction de x feu- 
lement, qui rendent la propofée difFérentiellc exa£tc. 
Dans ce cas , il faudra chercher A' ^ A'\ ce qui fc fait 
fans l’intégration de la propoféc , 8c dès que l'on con- 
noît A. II faut obferver que cela n’a lieu que lorfque A , 
A\ &:c. font algébriques , 8c que [Adx^fA'fAdx, 
ne le font pas; pareeque , lorfque par exemple, cfl 
une exponentielle multipliée par une fonction algébri- 
que, peut avoir pour valeur cette même exponentielle 
multipliée par une autre foiKHiion algébrique. Il fuit de-là 
que, pour l’ufage général, il v.iut mieux prendre les 
intégrations fucccfî'rvcs que les diverfes intégrations du 
même ordre, quoique dans les cas particuliers on puiflè, 
fi l’on veut, rappeller Tune à Tautre, lorfque cela elh 
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poflîblc. De ce que j’ai die , il fuie qu’en général on peut 
avoir olA ^ = o , a ôc B' étant algébriques; a' A' 
H- b'*<{ y4'=o , a & b" étant aurti algébriques ; & qu’ainfi , 
prenant pour cl & pour b' des fonélions rationnelles, & 
faifanc, dans l’équation, en A^ c=y, &L c A ~ 
= o , on aura une équation en c, d’ou l’on cirera c , qui 
doit être algébrique , foie en le faifanc ^ , d ic b' étant 

des fonétions de la forme a^-\- b^x~\~ • . -4- p,x 

fuites qui s’arrêtent au bout d’un certain nombre de ter- 
mes , fubftituant dans l’équation en c ces fuites indéfinies , 
& déterminant les coefficiens; ou bien en faifant c = a 
H- bx -f- cx^,, &c. cette fuite étant infinie & récurrente, 
enforte que le terme général s’en trouve déterminé en dé- 
terminant les coefficiens en général. Si A ne fc trouve pas 
dans l’équation, on fera<é/4 -hc= o, on déterminera c 
comme on auroit déterminé A\ bc prenant l’intégrale de 
ddx^ on aura .<4, qui pourra encore ne contenir qu’une 
tranfeendante exponentielle. Mais comme dans ce cas la 
propoféc eft immédiatement intégrable, on voit, d’après 
la remarque ci dcffiis, qu’il ne faut pas chereber à déter- 
miner les autres A^ mais plutôt intégrer, & chercher A'. 
S’il y avoitdes radicaux , on les feroit entrer dans la valeur 
de c , & on détcrmincroit également les coefficiens , parce- 
que les intégrales ne peuvent contenir d’autres radicaux 
que ceux qui font dans la propoféc. Si l’on a un nombre n 
de variables, Sc un nombre n d’équations de l’ordre 
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& que toutes ces variables & leurs différences foient fous 
une forme linéaire ; alors, les mulciplianc chacune par une 
fonéiion de y/,, &c.’ les ajoutant cnfcmble, 

& fuppofant que la foinmc cft une difterencielle exa€le, 
on pourra avoir n/n, équations fcmblables, en faifanc 
a A ->rb'd A-=-o \ d’où l’on tirera les intégrales de toutes 
ces équations par une feule intégration : mais cela n’a 
lieu que lorfqu’il n’y doit pas entrer de logarithmes multi- 
pliés. Par conféquent. Ci l’on fait d’ailleurs qu’il ne fe 
doit pas trouver d’arcs dans les intégrales , on pourra em- 
ployer cette fimplification delà méthode générale, dont 
la première idée vous eft due, & que vous & M.de là 
Grange avez II heureufement employée dans pIuHeurs cas 
particuliers : il faudra feulement obferver, qu’il peut fe 
faire qu’outre la valeur d’un ^ , 01I peut être obligé de 
chercher encore la valeur de A^y A^y d’après des équa- 
tions du premier ordre , quoique naturellement on lésait 
par une équation Unie. 

Dans la clallè d’équations que j’ai à conHdérer , toutes 
les fois que la folution générale eft telle que A = e X 
-+- &c. X^y X^y &c. étant al- 

gébriques & au nombre de « , on aura pour l’ordre n , 
n équations A-\~cdA=.o -y mais cela n’a pas lieu dans 
les autres cas : & quoique l’équation en A étant généra- 
lement réfolue , Tintégrale ait n arbitraire , ce qui fuffiroit 
pour réfoudre la propoféc par une feule intégration ; ce- 
pendant, comme A eft fufceptible d’une autre forme que 
celle que donne la folution dea 4 -+-c</ai=o, l’ëqüa- 
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lion en A nVft guère plus fimplc que la propoféc , & U 
faut prendre le parti de chercher rintégrale par des inté- 
grations fuccedives, en cherchant les A\ &c. On 
peut appliquer avec fuccès la même méthode à un cas 
fort étendu , celui où une équation donnée devient une 
intégrale cxa(fte , lorfqu’cllc ell multipliée par une fonc- 
tion finie. En effet, on a dans ce cas autant d’équa- 
tions que de variables, Sc chacune contient un terme 
y Comme elles font identi- 

ques , multipliant l’une par dXy l’autre par dy^ la troi- 
ficmepar</^, &c. & les ajoutant, on aura une équation 
identique où il y aura un terme V d A ^ de laquelle on 
cherchera qui doit être tel qu’on ait ddx -\-b'dy 
• A-k-dA=o ^ cette équation étant polTible. Sur 
quoi je remarquerai, 1°. que fuppofantque l’intégrale im- 
médiatement inférieure devienne unediflércnticlle exaéle 
étant multipliée par une fonékion finie , on trouvera toutes 
ces fonclions , comme ci-dcffùs , fans l’intégration delà 
propofée: i®. que dans ce cas aucune difFércnticlle n’efl: 
fuppofée confiante ; connoiflant A^ A\ Sic. on n’aura 
plus befoin d’intégration que pour l’équation du premier 
ordre : 3°. qu’on aura un moyen de connoître à priori 
quand cela aura lieu, pareequ’il faut pour cela que les 
équations en A , A\ Sic. aient une intégrale finie. Quant 
aux intégrales de la propoféc, on peut y appliquer, mu- 
tatis mutandis , les réflexions que je viens de faire lur la 
forme d’intégrale que je traite. Ce que j’ai dit ici paroî- 
çroic conduire à trouver la valeur de A en généra! , lorfque 

l’équatioa 

/ 
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rëqiiation eft du premier ordre 8c du premier dégré;^ car 
alors ^ eft fini ; mais on a pour deux variables, par exemple, 

N— dP .p Ç. ^ — Pp ') 
dP'.p I 

général , dans ce cas, P/f'-i- P!p = T, d’où feulement 
ji = o\ ce qui ne peut fervir à faire connoître la'vraié 
valeur de A. On ne peut trouver par une équation or- 
dinaire, que dans la fuppofition de A fonélion finie, 
pareequ’autrement, B étant une intégrale de la propoféc, 
8c ^ le fadeur y A F.B une autre , étant aiifiî url 
autre fadeur. AF. B' en eft encore un, de même que B 

A t'.B , 8c A A . F" . B B' y 8c ainfi de fuite. 
A ne peut donc être donné en général que par une équa- 
tion aux diflérenccs partielles, même lorfqu’il eft fuppofé 
d’un ordre moindre; mais Ibrfqu’il eft fini , on peut le 
trouver par une équation de l’ordre n , qui peut admettre 
une folution complette , ou feulement incomplctre : 8c 
comme dans ce cas, quoiqife dx foit fuppofé confiant, 
on a toujours .(4 donné en a; 8c j', il eft clair que cette 
équation n’eft jamais néceflairement pofllble en général. 
On voit ici la vraie raifon pour laquelle on ne peut point 
en général , comme je l’ai dit dans ma Préface , tirer de 
la connoiflance de la fondion Vy celle de A ou des difFé- 
jences partielles de B , lorfque A. Vz= dB , parceque 5 
a néceÏÏàirement une infinité de valeurs, qui ne peuvent 
être renfermées que dans une équadon aux différences 
partielles. ■ ■ i * i 
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L'équation dont je viens de développer l’intégration , 
eft la forme générale de celle qui donne la valeur approchée 
de ce qu’il faut ajouter à une inconnue donnée par une 
équation difTérentiellc , & dont on a d’ailleurs une valeur 
qui ne difFere jamais de la vraie que d’une petite quantité. 
Soit en effet O , f'étant une fonélion de a:, dx^ y^ 
dy^ d^y^ &c. & que X' foit une valeur approchée de^ j 
je fais dans P'’ = y = X'-hni^ n étant très petit , ôc 

j’ai, en négligeant les termes affcélés de n , une équation 
delà forme aj-l- Jefuppofe 

enfuirc quey ■= X' ->r n\ ->r ^ ^ U faifant la fubftitu- 

tion en regardant j comme connu, j’aurai une équation 

de la forme "H H X"z=o. a\ U 

c\ Scc. font fans & cette quantité n’entre que dans la 



& les J & i' n’entreront pas dans les a*', b'\ c", &c. mais 
feulement dans X*'. Il fuit dc-là que pour approcher à vo- 
lonté de la racine de la propofée , il faut déterminer d’a- 
bord les Â , A\ &c. pour les différentes équations appro- 
chées, lefquels fc peuvent connoître indépendamment 
de{; & ces quantités trouvées, on aura les 7, j', if* par 
les quadratures : & fi eft l’cxpofant de l’ordre de l’é- 
quation, 6c P celui du dégré d’approximation qu’on veut 
choifir, il faudra chercher mpÀ, Sc employer qua- 
<j ratures fuceffives. ' 

-La fuppofition dcn<é{ très petit en mêmetems que /» j 
efi juflc en général , dans ce fensque dans cette hypothefe 
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ne peut être grand que pendant de petits efpaces, 
& fucccflivement pofitif & négatif, les valeurs poGcives 
étant k très peu près égales aux négatives ; mais ici , comme 
l’on eft fuppofé connoîrre d’avance que cft très petit , 
elle eft abfolument fans inconvénient , (I ce n’eft qu’elle 
ne produUè un terme multiplié par qui Toit homogène 
jl un terme multiplié par ». Dans ce cas | foit ' 

le coefficient de ce terme en f,// le cocffîdent i/j^dans 
le terme multiplié par ôc qui eft de l’ordre /le 
terme multiplié par celui dont il eft ici queftion eft 
égal à ^ -f- ^ : donc il ne peut être grand quc'dans 

la fuppofition que la différence d’une fonélion très pe- 
tite devienne finie. Il ne peut donc fe trouver dans la 
propofée de grands termes que dans cette hypothefe , Sc 
alors ils font négligeables; c’eft à-dire qu’il n’en eft pas 
moins vrai alors, qu'en fuppofant très petite la quantité 
donc eft augmenté X, l’équation du premier dégré qui la 
donne, foit de la forme que je confidere ici. 

, ■ Les termes négligés de l’ordre»* dans la différentielle 
ne peuvent-ils point donner dans l’intégrale des termes de 
l’ordre ».'* Pour cela je Aippofc que je connoifte l’intégrale 
de la propofée , & que j*y faflèjr = X'-h » j ; il eft clair 
qu’en négligeant les termes de l’ordre vi , j’aurai uoc 
équation de la forme An\-\rB, = î, d’où ilfuit que lî 
A SiC B font tels qu’on ait une équation algébrique de la 
forme ci-defttis , il n’y a aucune difficulté; &c qu’ainfi la 
queftion fc réduit en général L (avoir £ , ayant » ç = — 

Lij 
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ni étant très petit, on peut, quels que foient j4 & 
faire enforte qu’en ne négligeant que les termes de l’ordre 

de/»*,, ^foitdc la forme que donne l’intégration d’une 

équation de la forme ci-deffus. 

Lorfque X'=: o , on a j = o , & la propofée cft exac- 
tement réfoluc par la fuppofition de y =:X. Si l’on a 
tf = o,^ = o,c=;o, & ain(i de fuite ; il e(l clair que 

regardant f^comme ùrte fonékion finie de x, y, ^ 

qui foit différenciée dans l’hypothefc deJy = n i, 

. . • . 1 J, 7 ^ 

dx 

& qu’ainiî l’on a, lorfque a=o, 

^'TT' 

* dV 

c = o, &c. dV= jjdx. Or on a en général, lorfque 

VzzzOi V dx ri dVr=.o y /»' étant un coefficient conf- 

tant, ou même unefonékion des variables , pourvu que 
n ne devienne pas «» lorfque V—OySc que l’on puillè 

intégrer fans divifer par V: donc on a ici /»'^=o , 

&, fi le même inconvénient a encore lieu, V-\-ri^ -k- 

n" = 0 , 6c à l’infini ^-+- «T o , étant diffé- 

rcncié en ne fuppofantque x variable ; & faifant J'x égal 
à une confiante, on a uncfoné\ion de jf , fi cela eft né- 
ceflàire. ■ ■ J 

Si, au lieu d’être nuis, a, b, c, &c. font feulement 
très petits par rapport à cous les autres termes , on peut 
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employer la même fubditution pour en avoir des valeurs 
auxquelles la méthode puiiïe s’appliquer. 

Je finirai par une réflexion qui peut être utile ; c’eft que 
les termes qui de petits' dans la diflérentielle deviennent 
grands dans l’intégrale , font prefque toujours ceux qui 
produifent une tranfeendante , & qui font multipliés par ' 
une arbitraire , enforte que c’eft , pour ainfi dire, de la 
grandeur de cette arbitraire que dépend ce changement; 
il fuitde-là que lorfque valeur dey, ne contient point 
de tranfeendantes exponentielles, on peut, du moins dans 
bien des cas, fuppléer, par la détermination des arbitrai* 
res , à l’inconvénient qui peut naître de ces termes que 
l’intégration a fait devenir plus grands. 

Il fuit de la forme qu’a néceflaircment l’intégrale de l’é- 
quation différentielle de la forme ci-dcfflis, i®. que la 
valeur de j ne contient d’angles, fi X' n’en contient pas , 
que lorfqu’un A eft algébrique, 8c que l’intégrale de cet 
A multiplié par la fonélion en a: , ne l’eft pas ; mais comme 
il ne peut alors y entrer que des puifTanccs entières 8c ra- 
tionnelles, ils ne peuvent être réels fans que j devienne 
très grand , ce qui eft contre l’hypothefe ; 8c par confé- 
quent il n’entre réellement point d’angle dans l’intégrale 
lorfque refte très petit: 1®. que la valeur de ^ ne con- 
tient, dans la même hypothefe , de cofinus irrationnel 
que lorfque les A en contiennent ; ce qui donne le moyen 
de diftinguer ce cas des autres, indépendamment de l’in- 
tégration. 

Je vais examiner ici différentes formes de fuites infinies , 
pour voir s’il n’y en a pas quelqu’une qui puiffe , dans tous 
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les cas , donner une valeur approchée dey, quelle que foît 
l’équation difFércnticlIe entrey &C x. Je confidcre d'abord 
la fuite infinie de la forme <t -h - 4 - cx‘ - 4 - , 6cc. 

Cette fuite peut toujours repréfentery, fi , l’équation étant 
donnée cny Sc x\ on y a faitV= ^ -+~ g* g reliant une 
conllante indéterminée. Suppofant qu’on cherche y de- 
puis x = a' jufqu’à az=z&\ & que h' — o' foit fini, il cft 

(ur que prenant un nombre m de termes , tels que foie 

très petit, la formule ci-dcfiîis pourra fournir une valeur 
approchée dey; & faifantenforte , dans l’équation difFé- 
rentielle, que a' foit à peu près nul , il cft clair qu’on peut, 
tant que x n’eft pas plus grand que^, avoir une valeur 
approchée en prenant m termes. Cependant, fubftituant 
poury fa valeur en fuite , & déterminant les cocfficiens , 
on ne trouvera pas toujours cette valeur approchée , m.iis 
feulement lorfque la fuite doit réellement devenir conver- 
gente, c’eft-à-dire lorfqu’on pourra prendre g tel que, 
lorfque x n’eft pas plus grand que les termes des fonc- 
tions fra6lionnaircs irrationnelles tranfeendantes, ou entre 
X, foient petits à l’égard du terme conftanr. Cette même 
forme dey cft nécclTaircmcnt fauffe lorfque y cft petit, 
quel que foie x. 

Je prends cnfuite la forme 

Cette dernicrc forme peut quelquefois repréfenter la valeur 
dey, quel que foit x, d’une manière approchée, même 
y étant toujours petit; ce qui ne contredit pas ce que j’ai 
dit ci- dcfliis , pages 19 Sc 14, parce qu’il u’y eft point 
queftion des modifications qui peuvent rendre des valeurs 
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particulières de coefficiens de la fondion en x. Ainfi , ce 
que je dis > page 14, n’efl: vrai en général que lorfque la 
fonftion regardée comme fonftion de l’angle ar, eft fous 
une forme rationnelle. Il faut , pour que y refte toujours 
petit, que, parla fubftitution dans l’équation différen- 
tielle , on puiffe avoir cette valeur approchée , & confé- 
quemment que la fuite foit réellement convergente ; en- 
core faut il de plus, dans le cas de y toujours très petit, 
s’arrêter à un terme pair , & appellant A la plus grande va- 
leur dey, faire enforte que a' H- fc'a: cas 
A'= O , n’ait que des racines imaginaires lorfque A' > A. 

Les deux formes ci-defTus ne repréfentent par elles- 
mêmes qu’une feule valeur de y. Pour qu’elles en repré- 
fentent plufieurs , il faut que O, ^ , c, c/, en aient eux- 
mêmes plufieurs ; mais alors , au lieu que toutes ces valeurs 
dey font liées cnfcmblc par la loi de continuité dans la 
vraie équation , elles ne le font plus dans l’équation ap- 
prochée; ce qui fait que la valeur dey fe préfente fous 
une forme faufïè : & de plus, foit que l’on cherche à dé- 
rerrhiner les coefficiens par des obfervations , foit qu’on les 
détermine par la fubftitution de cette valeur dey dans l’é- 
quation différentielle, on ne peut en trouver les valeurs 
qu’en connoifîant le nombre qu'on doit avoir ; ce qui , 
dans le cas des obfervations, fert à déterminer les coeffi- 
ciens , & dans le cas où l’on prend les équations différen- 
tielles , à déterminer les arbitraires. 

Laiftant donc ces deux formes de fuites, qui ne peuvent 
être d’une grande utilité , je confidere cette nouvelle 
forme , o -4- é coCx -V- c cof. t x H-</cof. cof. 4 » , 
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&c. Cette fuite , qui repréfente généralement la valeur Je 
^enar, & qu’on peut rendre plus généralement conver- 
gente en prenant la forme 

a -h i cof. X -h c cof. ix-h . . . . &c. 

-4- b' fin. X c' fin. i a: . Sec. 

a l’avantage de pouvoir repréfentery à peu près , quel que 
foit JC : mais cette fuite a l’inconvénient que la fubftitution 
dans une équation différentielle ne peut pas toujours fer- 
vir à en déterminer les coefficiens , même à l’exception de 
quelques termes en nombre fini. 

. En effet , il eft aifé de voir que , quelque fonction de 
cofinus Jî qu’on ait algébrique de tranfeendante , fi l’on 
peut , par des différenciations fucceflives , la mettre fous 
la forme dont je viens d’expofer l’intégration, Icscocf- 
ficiens y étant rationnels , on les aura en fubftituanila 
fuite ci- deffus , à l’exception d’un nombre qui fera àgal 
à l’expofantde l’ordre de l’équation. Ces termes ne feront 
eux mêmes donnés en général que par approximation ; & 
comme par ce que j’ai déterminé ci-deffus on connoît la 
forme d’intégrales finies qui , pour un ordre indéfini , con- 
viennent à cette forme d’équations, on connoîtra égale- 
ment pour quelles fonctions on peut trouver ainfi les coef- 
ficiens de la fuite en cof. x. Aurefte, la différence qu’il 
y a entre la détermination des coefficiens de cette forme 
de fuite & celle des coefficiens de la fuite a b x c 
Sic. confifte principalement en ce qu’en continuant cette 
derniere fuite, on a le coefficient des termes ultérieurs, 
fans altérer la valeur des termes précédens; ce qui ne fe 
peut pas toujours pour la première efpece ; il faut donc 

que 
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que non (culcment les cocfficicns forment une fuite con- 
vergence , mais auflî que la fuite de termes qui donne cha- 
que coefficient , le foit auffi. Mais lorfqu’on cherche üne 
valeur approchée , & qu’on fuppofe la fuite infinie arrêtée 
à un certain terme , on aura facilement la valeur des coeffi- 
ciens dans tous les cas. S’il y a plufieurs valeurs en cof. x , 
N quoiqu’elle n’en ait qü’unc en x ; faifant entrer dans la 
fuite un terme coC.nx^ fi elle a n valeurs, 6c fi elle en a 
une infinité, y faifant entrer foie l’angle ar, foit un cofinus 
irrationnel , on pourra parvenir à repréfenter à peu près y, 
du moins dans le cas quey a par-tout un pareil nombre de 
valeurs. Soit maintenant quey n’ait point une infinité de 
valeurs, mais qu’elle en ait deux de moins, excepté lorf- 
que * eft entre <* 8c je chercherai l’expreffion la plus 
fimple d’une fondlion de cof. x , qui ne foit réelle que 
lorfquc JC > a 8c ■< ^ , eu obfervant que cette fondbion 
devienne imaginaire lorfque x = a ■+■ n'n, n' n’étant 
point un multiple de n. Si y a une infinité de valeurs , je 
chercherai une fonélion de x qui ait la. même propriété. 
Si , au lieu de deux valeurs de y, réelles feulement pour 
certaines valeurs dé x , elle en avoit quatre réelles pour 
les mêmes valeurs , ou deux, quatre , fix, 8cc. pour d’au- 
tres valeurs, il faudroit toujours de femblables foncUons. 
Ces fondions trouvées , je les fais entrer dans l’expreffion 
dey, comme de nouvelles variables, en fuppofant de 
plus à la fuite un numérateur 8c un dénominateur. 

Si y eft le rayon veéfceur d’un corps qui circule dans 
one courbe , il eft clair qu’on doit avoir y en jc , de ma- 
olcre que y n’ait qu’une feule valeur réelle pour chaque 
‘ M 
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valeur de r, à moihs que le corps ne rétrograde : il cft 
encore clair que , fi après un certain nombre de révolu- 
tions il revient à peu près au même point , on peut ne pas 
faire entrer ar dans la valeur de 3^ : il eft clair enfin que (I 
l’on y fait entrer les cofinus d’un multiple irrationnel de ar, 
on peut le regarder comme cofinus d’un multiple ration- 
nel qui en approche fi près qu’on voudra ; mais on peut 
de même regarder comme un cofinus irrationnel , ce même 
cofinus rationnel qui fe' trouveroit dans la valeur dej\ 
D’où il fuit que d’une valeur approchée dey , prife d’une 
maniéré quelconque, on peut difficilement s’afiùrcr s’il 
y a ou non Une équation féculairc de rcfpece de celle qui 
n’exige point que l’angle parcouru entre dans l’équation 
du rayon vecteur. On voit de plus , que fi l’on veut con- 
ferver de ces finus , on peut les fuppofer réduits k un feul , 
& de la forme \^n; pareeque , foit m ce nombre égal à 
/ ? ctant très petit , je puis , dans l’équation a-\-b<j 

c q'- d • • • = o, négliger les termes au - deflTus 
de q^. 

Je fuppofe que y repréfente le cofinus de l’angle par- 
couru ou le rayon vcélcur , & que x foit le tems , il eft 
clair quey doit être une fonction de a:, qui n’ait qu’une 
valeur pour chaque valeur de x : d’où il fuit quey égalée 
à une fonftion algébrique & rationnelle de jc , cof. x 
Ce cof. nx ^ repréfentera toujours la vraie valeur dey. 

Voici maintenant quelle utilité il me femble qu’on’peut 
tirer de ces réflexions. 

1®. Je fuppofe que j’aie uneéquationdifférentielleentre 
les rayons veétcurs , les angles parcourus Sc le tems , pour 
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un corps animé de plufieiirs forces accélératrices , dont 
pliifieiirs aient nn rapport fini avec la plus grande : ce cas 
peut avoir lieu dans la théorie des comètes , s’il s’en trou- 
voit pluficurs afTcz voifines l’une de l’autre pour que leur 
attraction mutuelle balançât celle du Soleil. Alors, comme 
on n’auroit aucune valeur approchée du rayon veCleur ou 
de l’angle parcouru, le tems étant (uppofé donné, on 
pourroit ,-dans les équations difFérenticlles que donne la 
théorie de la gravitation , fubftituer cette forme générale 
que j’ai dit pouvoir repréfenterj^ en tout tems, & trouver 
une valeur de y en déterçpinant les cocfHciens» Cette va- 
leur une fois trouvée , on traite cette équation comme une 
équation difFércntlelle où l’on connoît une valeur appro> 
chéc. 

Puifquc j’ai y donné en je, cof.x, cof./ 2 'x, y 
étant ou l’angle parcouru ou le rayon veéleur, pou- 
vant être irrationnel; j’ai, appcllant P &c Q les deux 
forces qui peuvent faire parcourir la courbe par un corps 
avec une vîtefle donnée , P Sc Q égaux à une fondion 
algébrique de Jc, cof. x 8c cof. nx. Je fuppofe qu’il exifie 
un autre corps qui le meuve également dans une courbe, 
& par lequel j’aie y égal à une fcmblable fonction, ileli 
clair que Py Q , Q', feront des fonctions algébriques 

6c y, y y rayons veéteurs, ôc des cofinus des angles par- 
courus. Lors donc qu’il fe rencontre dans la nature, un 
phénomène dont la loi des forces eft inconnue , & qu’on 
cherche à le rapporter à un autre phénomène dont la loi 
des forces ed aufii inconnue, on peut, s’il eft pofiiblede 
les rap^ller à des courbes parcourues par un corps , re- 

Mi) 
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garder les forces comme des fon£kions algébriques des 
rayons vecteurs des deux courbes, & des cofinus des an- 
gles parcourus : & comme il faut que pour Une feule va- 
leur du rayon Sc de l’angle parcouru les forces n’aient 
qu’une valeur , on peut fuppofer cette fonction ration- 
nelle. On voit dc-là, quelle doit être, dans toute cette 
claflc de phénomènes , la forme de l’cxprcflion approchée 
des forces; & c’eft tout ce qu’on peut connoître. La loi 
de la gravitation univerfelle en raifon inverfe du quatre 
des diftances , fatisfait aux loix découvertes par Képler , 
& aux obfervations faites fur Içs Satellites; mais cette loi 
n’eft peut-être que l’exprefllon approchée d’une autre loi , 
dont la différence avec elle demeurera infenfible , Sc qui 
par conféquent nous fera toujours inconnue. Qui fait même 
fi après de longs efpaces de tems , auprès dcfquels ce que 
nous connoiffons de durée ne (croit qu’un infiant infen- 
fiblc , il n’arrivera pas que l’infuffifance de cette loi fc 
falTc fentir , & qu’il faille alors recourir à une expreflion 
plus approchée de la véritable loi ? 

3®. Appcllant * le tems, on a une équation différen- 
tielle algébrique du fécond ordre entre x Sc y ^ foie que 
y repréfente le rayon veéleur, foit qu’il repréfente le co- 
finus de l’angle parcouru. Donc, toutes les fois qu’on 
connoît y en X par des obfervations faites à très peu de 
diflance les unes des autres , on aura cette équation diffé- 
rentielle par la méthode que j'ai indiquée ci-de(Ius : & on 
aura également la loi des mêmes phénomènes par une 
équation femblable. 

. Comme tous les phénomènes que nous offre là nature 
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ont une loi déterminée, il eft clair que, pourvu que la 
loi de continuité Toit obfcrvéc, les cxpreflions ci-deffus 
ferviront darfs tous les cas , parceque les valeurs des fonc- 
tions arbitraires qui pourroient entrer dans les vraies cx- 
prdïions, font déterminées pour chaque cas particulier , 
& liées entre elles, pour les difFérenscas, par des équa- 
tions analytiques. 

Cette recherche des forces qui s’exercent dans les divers 
phénomènes , & qu’on peut déduire des obfcrvations , eft 
le feul moyen de faire des progrès réels dans la connoif- 
fance des loix en vertu dcfquelles l’Univers eft à chaque 
inftant ce que nous le voyons être. L’attradlion en raifon 
inverfe du quarrédes diftances, & inhérente à toutes les 
particules de la matière fuppoféc homogène , eft la feule que 
nous connoiiïions ; & elle fuffit pour expliquer la théorie 
des mouvemens céleftes , & des plus petites variations qui 
naiflènt de la figure des planètes : mais cet accord entre la 
théorie & les phénomènes ne nous mec pas en droit de 
conclure ni que cette attraékion fuive la même loi dans les 
petites diftances » ni qu’elle afFcéfe uniformément les élé- 
mensde tous les corps, ni qu’elle foit la feule qui s’exerce 
dans la nature. La théorie & les obfervations peuvent ré- 
foudre complettement le premier doute ; on peut réfoudre 
le fécond pour tous les corps que nous connoiffons , & le 
•dernier pour tous les phénomènes dont nous pouvons dé- 
terminer les loix ; mais leur folutlon complette eft impra- 
ticable pour l’efprit humain ; & les Obfervaceurs trou- 
veront toujours plus de phénomènes , que les Géomètres 
n’en pourront calculer ou expliquer. Voici quelques réglés 
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générales qui peuvent faciliter ce travail, & que je joins 
ici, parceque, quoique très fimpics, clics peuvent être 
de quelque utilité , lorfqu’on voudra perfectionner l’ou- 
vrage que Newton a commencé avec tant de fuccès. 

I. Lorfque nous connoilTons une force qui a lieu dans 
plufieurs phénomènes, nous ne devons fuppofer qu’elle 
ait lieu dans d’autres , que lorfqu’aucune fonction des 
quantités qui entrent dans les premiers , ôc qui y cft très 
petite, ne peut devenir finie dans les autres. Ainfi, en 
général il faut fuppofer la force qui s’exerce dans les phé- 
nomènes où l’on veut l’étcndrc, é^alc à la valeur de la 
force prife dans les autres , plus une foncHon des variables, 
qui, înfcnfible dans ceux ci, devient dans ccux-l.à une 
grandeur fenfible. 

II. Si, la mafic de maticre reliant la même,^ un phé- 
nomène demeure confiant tant que la figure des corps & 
leur pofition relieront les mêmes, & que les changemens 
qui arrivent dans ce phénomène ne dépendent que de 
toutes ces chofes; on peut fuppofer qu’une même force 
anime tous les élémens de cette malfe de matière. 

III. S’il arrive d’autres changemens que ceux qui ré- 
fuirent de la figure & de la pofition , il faut fuppofer une 
autre force & des élémens de maticre abfolument hété- 
rogènes & doués de forces différentes ; &C les phénomènes 
varieront &C à railon de la pofition & de la figure des 
corps , & à raifon de la combinaifon des éléiDens. 

Telles font, Mon^ieu R, les réflexions que jai fou- 
mifes à votre jugement. Vous permettez qu’elles paroillènc 
fous vos aufpices. Cette marque de votre ellime éc de votre 
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amitié me flatte bien plus que tout l’honneur que je pour- 
rois jamais acquérir dans la carrière où je fuis entré. J’au- 
rois bien défiré pouvoir me livrer ici à ma rcconnoiflance , 
& me conformer à un ufage bien doux à fuivre lorfqu’il 
s’agit d’un ami ; mais vous ne me le permettriez pas , & je 
fuis obligé de renfermer dans mon cœur des fentimens qui 
me font communs avec quiconque fent le prix des vertus 
6c du génie , & qui chez moi ne font plus vifs , que parce- 
que j’ai l’avantage de vous connoître mieux. 

FIN, 
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INTEGRAL. 

Par M. le Mar(iuis de CON DO RCET, 

Et his principiis , via ad majora fternicur. Newton , in fine 
TraSatûs de quadraturâ curvarum. 



A PARIS, 

DE L’IMPRIMERIE DE DIDOT. 


M, D G C. L X V. 

Avec Approbation & Permijjion. 
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AVERTISSEMENT 

1°. Fontaine avoit eu la bonté de me 
communiquer , avant Timprelllon de fes Mémoi- 
res , le Théorème fondamental qui s‘y trouve pag. 

14, &■ dont je me fuis fervi pag. 19, de meme 
que rintrodiidion à la nouvelle Méthode de Cal- 
cul Intégral qu on y trouve pag. 89. Sa troifieme 
Table , pag. i yo , donne , pour le cas ou l’intégrale 
eft algébrique , les premiers termes des fuites d’é- 
quations qu’on trouvera ici pag. 54 & fuivantes : 
mais elles font ici réduites à un nombre fini de for- ^ 
mes , ce qui eft eflèntiel pour ma Théorie. 

2^®. La formule de la page 71 pour les différen- 
ces finies a été donnée & démontrée d’une maniéré 
très ingénieufe pour le cas où ne contient qu’une 
variable, par M. d’Alembert , dans Jês Recherches 
Jîir le Syjlême du Monde. On la trouve auffi dans les 
Injîitutions de M. Euler. 

3°. Les équations aux différences partielles , 

aij 
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'A VERTIS S EMENT, 
pour lefquelles je donne quelques principes , ont 
été d’abord traitées fous un point de vue différent 
dans la Diflertation de M. d Alembert fur la caufe 
générale des Vents. On y trouve plufieurs de ces 
équations intégrées par une méthode très ingenieu- 
fe , qui joint l’élégance à la fimplicité. MM. Euler 
& de la Grange en ont réfolu depuis quelques-unes 
par d’autres méthodes. Gelle de ce dernier a une 
très grande généralité , & fon Auteur l’a appliquée 
à des équations très compliquées. 
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EXTRAIT DES REGISTRES 
de l’Académie Royale des Sciences , 

Du 11 Mai X7<}5. 

O U S , Commîflaîres nommés p ar l’Académie, avons 
examiné un Traité du Calcul Intégral par M. le Mar- 
quis de Condorcet. Cet Ouvrage cft divifé en deux 
Parties , dont \i première traite des équations diiFéren-- 
ticlles aux différences infiniment petites , & la féconde 
confldere les différences finies. Comme toute équation 
différentielle n’eft pas toujours fufceptible d’une inté- 
grale finie , que fouvent même elle n’admet pas une 
intégrale de l’ordre immédiatement inférieur , M. de 
Condorcet s’occupe d’abord de la recherche des condi- 
tions qui doivent avoir lieu pour qu’une fonélion , ou 
une équation différentielle propofée, ait une intégrale. 
Il traite cette matière de la maniéré la plus générale ; 
foit qu’on ait fuppofé , ou non , une des différentielles 
confiante , à quelque degré que montent les variables 
& leurs différentielles , & en tel nombre que puiflent 
être ces variables. 

Lorfqu’une équation cft fufceptible d’une intégrale , 
il y a entre cette équation &c fon intégrale, une rdation 
qui , quoiqu’elle foit une fuite du principe de la diffé- 
renciation , exige néanmoins de l’adrefTe Sc beaucoup de 
connoiffances de calcul , pour être réduite en équation. 
C’eft cette relation que M. de Condorcet enfeigne à 
trouver. Mais cette relation donneroit encore peu de 
connoiflance fur l’intégrabilité de l’équation propofée , 
fî , par des réflexions ultérieures , on neparvenolc point 
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à réduire l’équation , ou les équations qui expriment cette 
même relation , à ne renfermer d’autres quantités que 
celles qui appartiennent à l’équation propofée même , 
qui eft ici la feule chofe connue. M. de Condorcet en 
vient à bout : cnfortc qu’il réfout pleinement ce pro- 
blème général : Etant donnée une équation différentielle 
de tel ordre que ce foit , & qui renferme tant de variables 
quon voudra^ déterminer jl cette équation ^ dans l’état où 
elle ejl propojee y admet , ou non , une inté^aU <£ un degré 
immédiatement inferieur. La folution qu’il donne de ce 
problème , joint au mérire de l’utilité , celui de l’élégance 
& de la généralité. M. de Condorcet remarque que les 
formules qui expriment les conditions cherchées , font 
abfolument les mêmes que celles qui expriment les condi- 
tions qui doivent avoir lieu entre plufieurs variables qüi 
entrent dans une fonéfion intégrale indéfinie, pour que 
cette fonction devienne un maximum ou un minimum. 

Les queftions de cette derniere efpece ont été traitées 
par MM. Euler & de la Grange. M. de Condorcet fait I 

voir que l’identité des formules eft fondée fur l’identité 
analytique des deux fortes de queftions. Lorfqu’un pro- 
blème eft polfible , c’eft déjà avoir fait un pas utile vers 
fa folution , que d’avoir démontré que l’équation difFé- 
rentielle qui l’exprime , admet une intégrale du degré 
immédiatement inférieur. Mais il peut arriver fouvent 
qu’une équation fufceptible d’une pareille intégrale , ex- 
prime une chofe impo/nble, & par conféquent n’admette 
point d’intégrale finie. C’eft donc un travail fort utile 
que de déterminer dans quels cas une équation propofée i 

peut être amenée à une intégrale finie. Cette recherche i ■ 

qui paroît d’abord allez épineufe, & qui en effet exige ' 

une certaine fagacité , trouve affez naturellement fa lo- 
lution par la méthode de M. de Condorcet. Il n’eft pas ^ 

/ 
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néceflàirc de trouver toutes les intégrales fuccciïîves. 
M. de Condorcet donne la relation que doivent avoir 
lés parties de Téquation propofée , pour que la condition 
demandée ait lieu. 

De ces recherches , qui renferment un très grand 
nombre de réflexions utiles & d’opérations ingénieufes , 
M. de Condorcet paflè à la méthode générale de trouver 
l’intégrale d’une équation différentielle propofée. Il exa- 
mine quel peut être le nombre ÔC la nature des fonélions 
tranfeendantes qui peuvent entrer dans cette équation 
intégrale , comment ces fonctions tranfeendantes ont pu 
difparoître dans les différenciations fuceflives. Il donne 
les moyens de préparer des équations générales , repré- 
fentatives de l’intégrale , & qui , par différentes combi- 
. naifons qu’il indique , puiffent enfin devenir l’équation 
différentielle propofée. Ce n’cft que par la lecture de l’Ou- 
vrage même , qu’on peut fe former une idée fuffifante de 
l’étendue de ces méthodes : il nous fuffit de dire qu’elles 
s’appliquent à toute équation differentieric. 

Dans la fécondé Partie , qui j comme nous l’avons déjà 
dit , traite des différences finies , M. de Condorcet , après 
avoir expliqué la nature de ces' différences j traite de l’in- 
tégration des équations qui renferment ces quantités. Il 
fait voir qu’on ne doit efpérer l’intégration de ces fortes 
d’équations , que dans le cas ou la fuppofition que la dif- 
férence foit infiniment petite les rendroit intégrables ; 
mais cette condition , quoiqu’eflèntielle , n’cft pas la 
feule à laquelle l’intégrabilité foit affujcttic, C’eft pour- 

3 uoi M. de Condorcet s’occupe enfuite de la recherche 
es conditions néccflàires pour qu’une équation à diffé- 
rences finies ait pour inf^égralc une fonélion d’un ordre 
inférieur , & même une fonélion fans différences. 

A la fuite de ce travail , M. de Condorcet a ajouté un 
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cflai fur les équations difFérentiellcs qui contiennent des 
différences partielles. On appelle ainli les éq^^uations qui 
expriment la relation entre la différentielle d’une quan- 
tité prife en faifant varier quelques-unes de fes parties feu- 
lement. M, de Condorcet donne les moyens de recon- 
noître dans quels cas ces fortes d’équations font intégra- 
bles , Sc d’en trouver l’intégrale , lorfque cela eft poffjbTe. 

La nature des. objets fur lefquels roule cet Ouvrage, 
ne permet guere , dans un extrait , un plus grand déve- 
Joppen^ent fur la finefle & la profondeur des vues que 
fuppofent les méthodr<î dont l’Antcur fait ufage , Sc qui , 
pour la plupart , lui font propres. Non feulement cet 
Ouvrage fuppofe dans l’Auteur des connoiffinces de cal- 
cul très étendues , ôc qu’il efl: très rare de trouver à pareil 
degré dans un âge auflî peu avancé ; mais il annonce 
encore les plus grands rafens , & les plus dignes d’être 
excités par l’approbation de l’Académie. Fait à Paris, 
ce iz Mai 1 7<>5. Signé , D’ALEMBERT & BEZOüT, 

Je certifie le préfient Extrait conforme à fon original & 
au jugement de t Académie. A Paris y ce z g Mai iy 6 b, 

-GRANDJEAN DE FOUCHY, 
Secrétaire perpétuel de l’Académie Royale des Sciences. 
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Je me propofe dans cet Ouvrage de donner une mé- 
thode générale de déterminer l’intégrale finie d’une 
équation difFércntielle donnée. Je le divile en deux 
Parties. Je traiterai dans la première , avec allez d’é- 
tendue , des équations différentielles ordinaires ; je don- 
nerai dans la fécondé quelques principes pour appliquer 
la théorie expliquée dans la première aux équations 
aux différences finies, & à celles où une même varia- 
ble , égalée à une fonéVion de plufieurs autres , a été 
fucceffivement fuppofée varier avec chacune d’entre elles. 
Partie 7, . A - > 
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1 DüCalcul intégrai,.. 

PREMIERE PARTIE. 

De l'intégration des équations différentîellçs 
aux différences infiniment petites. 

Par réfoudre , ou intégrer une équation différen- 
tielle , j’entens , trouver l’équation finie , qui , par un 
nombre de différentiations fuccefîîvcs égal à l’expofanc 
de l’ordre de la propofée , la peut produire ; ou trouver 
du moins une équation finie , telle , que tirant de cette 
équation la valeur d’une des variables , & fubfliruanc 
cette valeur pour la variable dans la propofée , celle-ci 
devienne nulle par elle -même. J’appellerai dans la fuite 
une telle équation finie {'intégrale finie , ou fimplement 
{'intégrale de la propofée. 

J’entens encore , dans un autre fens , par réfoudre 
on intégrer une équation différentielle , trouver une équa- 
tion d’un ordre moindre d’une unité , qui , par fa diffé- 
rentiation , produife la propofée , ou qui du moins la 
téfolve : & j’appellerai une telle équation {'intégrale de 
la propofée d'un ordre inférieur d'une unité , ou limple- 
ment de l’ordre inférieur. 

Si, par des différentiations fucceflivcs, une équation 
finie a produit une équation différentielle d’un ordre /i, 
il y aura néceflàircment un nombre n des confiantes^ 
qui entroient dans les coefiieiens de l’équation finie , 
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qui ne (e trouveront plus dans ceux de l’équation dif- 
férentielle ; & par conféqiient , en repaflant de cette 
équation différentielle à fon intégrale finie , les conf- 
tantes refteront néceffairement indéterminées : il y aura 
donc dans l’intégrale finie un nombre n de confiantes 
arbitraires ; ÔC il ne pourra y en avoir davantage. 

Mais fi je prends le terme ^'intégrale dans le fens le 
plus étendu , c’e fi à-dire , pour une équation finie qui 
réfolve une équation différentielle propofée, il m’eftaifé 
de voir , avec un peu d’attention , que , s’il ne peut y 
avoir dans les coefficiens de l’équation finie plus de cons- 
tantes arbitraires que l’expofant de l’ordre de l’équation 
ne contient d’unités , il fe peut faire au contraire qu’il 
y en ait moins , ou même qu’il n’y en ait pas du tout. 
Les intégrales , prifes dans ce fens , feront donc géné- 
rales ou particulières, & les Solutions qu’elles donnent, 
complcttcs ou incomplettes. Les intégrales feront géné- 
rales 8c les Solutions complcttes , lorfqu’ellcs renferme- 
ront un nombre d’arbitraires égal à l’expofant de l’ordre 
de l’équation différentielle. Les intégrales feront parti- . 
culiercs & les Solutions incomplettes , lorfqu’elles en ren- 
fermeront moins. 

J’ignore fi , en combinant à volonté des variables 8c 
leurs différentielles d’un ordre quelconque , il n’arrive 
pas Souvent que la fonction ainfi formée ne Soit la dif- 
férentielle exaéte d’aucune fonétion fitiie, ou même d’au- 
cune fonétion d’un ordre inférieur d’une unité , ou que 
l’équation qu’on a en égalant cette fonction à zéro , 
n’ait aucune intégrale , Soit finie , Soit de l’ordre infé- 
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4 DüCalculintegral; 
rieur , ou n’en aie que de particulières. Il paroît même 
naturel que cela foie ainfi. C’eft pourquoi , avant de 
chercher à intégrer une équation ou une fonélion , il eft 
à propos de s’aflurcr fi elle a une intégrale, & pour cela 
de trouver certaines conditions dépendantes delà forme 
générale d’une fonction ou équation dilFércnrielle qui 
aient toujours lieu , Sc qui n’aient jamais lieu que dans 
ce cas. 

Je divife donc cette première Partie en deux Se<îtions. 
Je donnerai dans la première le réfultat de mes recher- 
ches fur ces conditions. Je traiterai dans la fécondé 
de l’intégration des équations que j’aurai reconnu , par 
les méthodes de la première , avoir des intégrales finies 
polfibles. 


PRjEMIERE SECTION* 

Delà recherche des conditions qui doivent avoir 
lieu pour qu’une fondlion ou équation difFé- 
rentielie propofée ait une intégrale. 

Je crois que toutes les recherches qu’on peut faire fur 
la forme que doit avoir une fonétion ou une équation dif- 
férentielle pour être intégrable, fe réduifent à celles qui 
font l’objet des problèmes fuivans , dont les quatre pre- 
miers roulent fur les fonélions , ôc les trois derniers fur 
les équations difFérentiellcs. 
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Comme il n’y a encore que quelques Géomètres qui 
fe foient familiarifés avec la matière que je traite ici , 
je crois qu’il n’eft pas hors de propos d’avertir, i®. que 
par équation de condition, j’entends une équ.ation qui 
doit avoir lieu pour qu’une fonétion ou équation difFé- 
renticllc ait une intégrale, z®. Que par équation iden- 
tique , j’entends une équation telle , que dans la fonc- 
tion égalée à zéro , tous les termes Ce détruifent. 3®. Que 
l’exprelîion exprime la différence de prife en ne 
falfant varier que x , & divifée par 4®. 
exprime la différence de prife en nefaifant varier que 
X , Sc divifée par ou la différence de prife 

en ne faifant varier que y , & divifée par dy , ce qui 

* d V ^ 

revient au même. Enfin que d exprime la diffé- 
rence de prife en faifant tout varier. Cette expli- 
catiion fuffit pour faire entendre la valeur de toutes les 
autres exprclfions femblables. 

Problème I. 

Trouver l’équation qui doit avoir lieu pour qu’une 
fonction différentielle d’un ordre quelconque de deux 
variables x ^ y , o\x dx cft fuppofé confiant , foit la 
différentielle exaéle d’une fonflion des mêmes variables 
d’un ordre moin? élevé d’une unité. 

Solution. Soit V la fonction propofée , B la fonc- 
tion de l’ordre inférieur dont V doit être la différence. 
Je fais dans V & dans B dy=.p' ^ dp-=.Oy 

à caufe de dx confiant , ddy = dp'=zq' ^ d^y = d^p' 
= , d^y=:d^p'z=:d'-q'z=idr‘ — s' , & ainfi de 
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6 Du Calcul intégral. 
fuite : j’aurai donc V Se B fonctions de x , p , p\ q\ /, 
s\ Sec. la dernicrc de ces lettres p\ q\ /, s\ Sec, qui (c 
trouve dans ne devant ^as fc trouver dans parce- 
que B eft d’un ordre inferieur à ; & cette fubftitu- 
tion me donnera moyen de diftinguer les p , p\ q\ r\ s\ 
Sec. qui fc trouvent dans B y de ceux que la différen- 
tiation introduit dans ^iB. 

Cela pofë , j’aurai par la fuppofition , 

r=dB = j-^ dy -\-^dp dq jjdr y 

Sec. Se mettant dans cette valeur de f^pour </y, 
dp\ dq\ dr'y Sec. leurs valeurs, j’aurai 

TV' I t, d B / d B ! dB ! „ 

Tx P -d y P -d-p 9 ^ d? " » 

forme que doit néceffairemnt avoir y pour être la dif- 
férentielle exaéte de la fonétion B. Pour parvenir à tirer 
de- là l’équation de condition que je cherche, je diffé- 
rencie les deux membres de l’équation ci - dclîus. Le 
premier me donne, 

d V— Ndx H- N'dy -+- Fdp'^ qd q' -h Rdr' - 4 - S'ds ' , 
Sec. 

où N'y N'y P'y Q'y R' y S'y Scc . fo O t dcs quancitcs con- 
nues. Le fécond me donne , 

J dB . dB t dB t dB I dB > „ 


d xdq' 


-s'y Sec. dx 


d d B d d B f ddB/ ddBf ddBfn J 
dTdyP-^ dTdp9-^ dlü-q'^'^T7d;^>^^' 
ddB , ddB t , ddB ! ddB , d dB / „ , 

~^77dxP^dÿP^dTrp‘^^7Vd-q'-^dTd^^ 

"dB , ddB ddB , ddB , , ddB , , ddB , 

-^7^-^d^xP I^xP d^ dJTq^ ^ > 

&C. dp' 
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dB , 

ddB 

ddB , , 

ddB , 

ddB , ddB , 


dqdxP~^ 

dq'dyP 

d qd p' ^ 

rfv" ^ dqdr^ > 

dq' 





dS . 

ddB 

ddB / 

ddB , . 

ddB , ddB , 

’T~* 

dq 

di'dxP^ 

irdyP 

drdp'^ ■+■ 

dfdq d^\ ^ > 

:. dr 



• 


ÏK^ 

dd ^ 

• • 

• • 

• • 

• • • 

• • • 

• • • 

• • • • dd 

• • • • • 


& réduifanc , en mettant pour les fuites qui multiplient 

les dx , dy ^ dp\ dq\ dr , ds\ &c. leurs valeurs d^ , 

jdB dB jdB dB , jdB dB , jdB dB „ 

“ 77 ? > V V * d dr * ^ 


dy ’ dy 

l’aurai 


d P* ^ dp' 


d r 


J dB dB , dB f 

^ -nP-^7jP-^d7‘r 


dx 

,7b 


dp' 


dB , 
d<f'- 


4? A &=• = 


J dB J \ J d B J d B jdB J ttdB jdBjf 


dB jd B J f . d B 

7?“^ ^ TP 


&c. 


dB 




Mais puifquc V &C -j^p 
&c. doivent être une même chofe , leurs différences 
doivent être égales terme à terme ; j’aurai donc 
,dB 


N = d— 

dx 


dy 

Q ! I ° 

— -777 ^~J 


R'= 


dp' 

dB 

dq' 

dB 


dp' 

i? 

Tq’ 


,dB 




dt‘i‘ 
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équations ï]ui donnent les valeurs que doivent avoir iV", 
Q\ /?', S\ Sec. pour que foit la différen- 
tielle exacte de B. Je remarque maintenant que , dan? 
cette fuite d’équations , le fécond membre de la pre- 
mière & de la dernicre ne peuvent avoir qu’un terme, 

ôc quainfi chaque ’ 77 ’ "T/’ 77 ' » trouve dans 
une équation , Se fa différente dans une autre. Met- 
tant donc ces équations lous certe forme , 

^^< 2 --=^ 7'^-^ -if 

-h • • 

j’aurai, en retranchant alternativement l’une de l’autre, 
iV'— dP'^ d Çl — dK'-\-d^ii\ Sec. = 0 : équation 
identique qui doit avoir lieu pour que V foit la diffé- 
rentielle exaéle d’une fonétion d’un ordre inférieur d’une 
unité , Sc qui eft par conféquent l’équation de condi- 
tion cherchée. 

' . Problème II. 

Trouver les équations de condition qui doivent 
avoir lieu pour qu’une fonétion différentielle d un ordre 
quelconque de deux variables Jf, y» ou aucune des dif- 
férences premières n’ell fuppofée confiante , foit la dif- 
férentielle 
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ftrentielle cxadle d’une fonction des, memes variables 
d’un ordre moins élevé d’une unité. 

Solution. Soit, comme ci-defTus, la fonétion. 
dilFérentielle propofée , B la fonéUon d’un ordre infé- 
rieur dont V doit être la difFérentielle exaéte : je fais , 
comme dans le problème précédent, dx:=rp, 
dqr=.ry drz= 2 Sy &c. dy~p\ dp=zq\ dq'-^r'f dr'=s 
s\ &c. bc B bc V feront fonélions de JC, y*, p ^ ÿ , t, 
s , &c. />', /, s\ &c. les dernières de ces lettres qui 

fc trouvent dans V ne fe trouvant pas dans B , parccque 
B doit être d’un ordre inférieur d’une unité. J’aurai 
donc par la fuppofition , 

= + + ^ dr , &c. 


I ^ s f •. ^ ^ J f \ ^ ^ J 9 O 

& fubftîtuant pour dx y dp^dq, dr^ &c« leurs valeurs 
P y q y r y s y ôcc. ôc pou r dy y dp' y dq'y dr'y 8cc. leurs 

valeurs //, q'. P y /, &c. j’aurai 

dB dB . dB . dB 


K=^ 


dx 


a JO au .au - 


dB 


/, d B ê , dB f , a U t A 

P ^ -JZ' H ^ » 5cc. 


— 
d T 


forme que doit avoir V pour être une difFérentielle 

OKaûe. 

Maintenant pour avoir les équations de condition , 
je prends, comme dans le problème précédent, la dif- 
férence de chacun des membres de l’équation ci-defTus; 
& j’ ai d’une part 

dK — N d X -k- P dp Q^dq Rdr-\- S ds y &c. 

“H P^'dy P* dp' ^dq'-\~ R'dr'^-i- S'd s'y &c. 

Partie I. B 


✓ 
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OÙ iV, P, Q, S, &c. N\ F', q, R\ y, &c. 
font donnés 
dedùs, 


ÔC de l’autre , en réduifanc comme ci- 


TTP 


,, JR , 


JB 

Tf^ 

dB 




dB 
dq 
dB 
dq 


dB 
d r 
dB 


f , Scc. 


/-+• /, Scc. 


d <Lx 


dB 

dx 


dB 

df 


d B . dB J dB 


J ! ^ ^ J ^ ^ J I 

IJ 

• • dSy Scc. 


• • • ds>^ Scc. 


dB 


dB 


dB 


dB 


d B J d B J f d B 

Mais puifque doit être une même chofe que 
dB dB dB . dB 

». d B 


dp 

dB 


dq 

dB 


d r 


Scc. 


leurs difFércnces doivent être égales terme à terme. Pau- 
rai donc ces deux fuites d’équations 


jv= 

<2=4?+‘/4f 


A'= 


dB 

dy 


R = 
S = 


*p 

dB 

dq 

dB 
d r 


dq 

dB 

dr 


n/ __ d B J d B 

^ 77 d/ 

ç/ d B 

^ —77 


équations qui me donnent les formes que doivent avoir 
N, F, Q, R, S, Scc. N\ P\ q, R\ S\ Scc. pour 
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que V foie une difFércnticlIc cxa6!c. Je remarque que , 

* B ^ B 

dans CCS fuites d’équations , chaque • 

dB „ dB dB dH dB . f. 

&c. ou , 77.-77 • fe trouve une 

fois, & fa différence une autre fois, parccque chaque 

première équation & chaque dernière n’ont qu’un terme. 

J’aurai donc les équations 

N — dP ->r ddQ^ — d^ R ->r d^ S ^ &C. =0 

N’^dF^ddq — d^R-^d*S\ &c. =0 

équations identiques qui doivent avoir lieu pour que 

F foit la différentielle exacte d’une foneStion B, C. Q. - 

F. T. 

PROBLEME III. 

Trouver, les équations de condition pour qu’une 
fonéfion différentielle d’un ordre quelconque , 6c con- 
tenant un nombre quelconque de variables ar,_y,u, 
&c. foie la différentielle exafte d’une fonâion d’un 
ordre inférieur d’une unité. 

Solution. Je ne mers ici ce problème ,*qui n’a au- 
cune difficulté après ce qu’on a vu ci-deffus, que pour 
expliquer comment la méthode que j’ai détaillée pour 
deux variables s’étend à un nombre quelconque. 

Soit donc toujours F la foncUon propoféc , B fon 
intégrale ; je fais 

d'^ — P ^ dp ■=! q I dq ■=. r-^ dr z=. s t &c. ' 

dy = P* , dji — (f y dq ■= r\ dr = d , &c. 

du — p", dp-= q\ dq‘'= r\ dr"= d\ &c. 

di ~ p"\ dp‘'>=^ f, df^ r, dd"= 7', &C.' 

Bij . .. 
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dB O 

-T~ S , &C. 

d_B 

17 '' 


i" , &c. 




6cc. 


Il DuCalcul 

&: ainfi de f uite ; Sc j’ai 

</B dB 

m . .m n _L_ 

dx 

■ ^ J 

-JJ P "+■ lÿ ? 

-dl- P ^ Tf ^ 

, s /// , </ B /// 

^ -d^ P 

-f- &C. 

forme que doit avoir V pour être une différentielle 
exaébe. Faifant donc les mêmes réflexions que ci-deflus, 
j’aurai 

Q_dq -\-Rdr -k-Sds , &c. 
. qdq' ^KdP ^ S'ds\ &c. 
QV/ -\-R”d7' -h 5V/, &c. 

. R"'dr"-\- S'"ds"', &c. 


T/" J n . dB 

dB = ^p^ — qu^-r-\- 

dB , . 

77 "-^ 

d B ,t , 
-J-* /■ -f" 

dq 

d B /// 

77 "'" "+■ 


«/g 

«/f"' 


dV =: N dx-\- P dp 
-^ISPdy^Fdp' 
-\-N"du-\-P"dp"- 
-^N'"di-\-P"'dp'" 

“+“ &c. • 


d^dx. 

d X 


dB 

dx 


J dB' J . d B , J dB J 
d— dp d -^dq -¥■ 


dB ^ J dB J , TS~ 

\r d-r- dr ■+- -r- 

d q d r d r 


dp 


dp 

ds , &c. 


J d B J d B ! d B t f d B j d B j / 

d-^dy^~^d,-j^,dp ^-,-^d-j^dq -t- 


dy 


If -^^4? 


dB 

d/ 


dd 


dp 
&C. 


If +4? + 7f. + </?"+ 


dB 


du ' dp" ' dp" ' " dq" 

• • • ds" ^ &c. 


■ J d B , ir d B 
df ■^n? ' ' 

J d B J dB J d B J m t 

^d-j^di^ — -^ d j^,dp - 4 - 


dB 


dB J dB t ju'_. 

H- &c. 


dp" 


il ^ 

dp"' ^ 

. ds"f &c. 
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te comme ces deux valeurs àc dV doivent être égales 
terme à terme , j’aurai autant de fuites fcmblablcs d’é- 
quations , que j’aurai eu de variables ; 8c chaque fuite 
me donnera une équation de condition de la même 
forme. J’aurai donc les équations identiques 

N — dp -t- dd(^ — d^ R -f- d^S ^ êcc. — O 
JV' —dF^ddq— d^K -^ V 4 y ,&c. =0 
N” — dP" H- ddÇ^— d^F -h ^4 5 ", &c. = O 
A'" _ dF" -h ddq'— d^R"-^ d^S'\ &c« = O i 
8c ainfi de fuite pour chaque variable. C. Q. F. T. 

Remarque /. 

En fuivant l’analyfe du problème précédent , il eft 
aifé de voir que , fi une des différences du premier ordre 
eût été fuppoféc confiante,- on auroit eu les mêmes 
équations de condition , excepté celle qui fc rapporte à la 
variable dont la différence a été fuppofée confiante : en- 
forte que , fi aucune différence n’efl fuppofée confiante 
le nombre des équations de condition efl égal à celui 
des variables ; autrement il lui efl inférieur d’une unité. 


Remarque II. 

Lorsque F ■=. d B ^ F efl néceflàirement de la 
forme , + + 


dB , 

-7^ P 


77 ? ^ i , 8cc. 


• dy r ' jp' y ^ -77 i , occ. . 

-4- lË. n"-4- lË . ‘‘B „ , 

du P dp" ^ dq" ^ dr" ^ 


' du t ' dp" i 

^ 7 -f- d^ 9 

r+" 8cc. 


dq" ’ ^ 77 ^ * «.C. 
dq'" ^ 77" ^ 
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On en auroit donc pu conclure d'abord , que le* 
dernières différences qui ne fc trouvent pas dans B , 
ne peuvent être dans V que fous une forme linéaire : 
mais cette condition eft renfermée dans nos équations 
de condition. En effet , fî les différences les plus éle- 
vées fe trouvoient dans les derniers termes de la valeur de 
d qui donnent les derniers termes de ces équations , 
il n’y auroit alors aucune fonction dans les termes pré- 
cédens ^qui pût donner dans l’équation des différences 
aufîi élevées que celles que produifent les différentiations 
de CCS derniers termes ; ôc par conféquent on ne pour- 
roit faire difparoître ces différences , 5c l’équation ne 
fauroit être identique. 

Remarq^ueI il 

. Ceux qui connoiflènt les équations de condition qu’a 
donné M. Fontaine pour les équations différentielles du 
premier ordre, ne feront peut-être pas fâchés de voir 
ici l’identité de fes formules 6 c des miennes , quoique 
trouvées par des méthodes toutes différences. 

M. Fontaine , dans fa première méthode de calcul 
intégral , démontre [Théo, z 6 c 3 ] que, fî une fonébion 
A dx B dy -H C du —H D d:^ , 
par exemple, A , B y C, D étant des fonctions finies, 

cft la différentielle exa£be d’une fonébion finie des mêmes 

\ 

variables , on a les équations identiques 

££ ^ ££ 

dy ' dx * dn ~ dx ’ ' dx * du dy * 

dB £D dD 

d J dy * d du * 
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' Or, dans ce cas [Problème 3] nous avons 
V Ap + Bp' Cp" D/', 
te pour équations de condition ^ 

N — i-i P ■= O ^ ou , mettant po&r N ti. P leurs valeurs 


d T d T 


! dB dA , 

P T 7 ~ Tÿ 
N'—dP'z=o, 

H d C 

P Tx — 
ou 

d A 
du 

dA dB , 

» dC 

dB 

P 77 —-77-^ 

P -Ty — 

d U 

N"— dP"=2 0 ; 

ou 


_ dA dC , 

, dB 

dC 

P du d X 

P du 

dy 

te enfin • 



dP'"z=z 0 , 

OU 



n ■ - - 

* dw“ d T 


— -17 P d 7 ^ — 


dD 

dA 

di 

dl ^ 

1 

dD 

dB 

dy- 

1 

11 

0 

dD 

dC 

,^d U 

0 

II 

1 

dC 

dP ^ 


P du dl 


d\^ du 


dA - dD dB dD 

P d\ dx ^ dl dy 
Mais les p , /, />", ne fc trouvent pas dans A , B ^ 
C, D , & les équations ci-defltis doivent être identi- 
ques : donc chacun des cocfficiens de p , //, />'*, doit 

être nul par lui-mêmc : cîonc trois quelconques de mes 
équations donnent la quatrième & les fîx de la méthode 
de M. Fontaine. v 

Il en feroit de même pour tout autre nombre de va- 
riables. 

Si la fonâion eût été Adx B dy , on n’auroit eu 

N — dP = O ' 
N'— dF= O 


pour équations que 
qui deviennent * 


dB dA 

P dx dy 

J Ta rfB 

P dy A* 
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ce qui ne donne que l’équation de condition connnue 

dA 

•ly. dx 

m 

Remar(iue IV. 

Les formules des équations de condition que j’ai 
données dans les problèmes précédens , font identique- 
ment les mêmes que , dans leurs excellens Ouvrages , 
M M. Euler & de la Grange donnent pour les équa- 
tions qui doivent avoir lieu entre les variables y pour 
qu’une fon£lion intégrale indéfinie f V foit un maxi- 
mum , ou un minimum. Cet accord eft fondé fur une 
identité analytique entre les deux queftions <Juc je vais 
expofer. 

Voici d’abord le procédé de M. de la Grange. 

Soit fV une fonàion intégrale indéfinie , qui doit 
être un maximum , ou un minimum. Je fuppofe que 
V devienne en général V "à V, dans le cas du mi- 
nimum , ou maximum , J V Z) V devra être fV, & 
par conféquent ^ V = o. 

d V =■ Ndx P dp Q^dq K dr^ &c. 

•+* H'dy -h P' dp' -H (^dq Rdr'y &C. 

— ^ • • • • • 

& par conféquent 

"d V =. NZ>x P 7) P H-Qôÿ &c. 

JV'ôy -H P'7>p‘ -h Q'ôj' H- K7>j>y &c. 

- 4 “ • • • • • 

jV, P y R y êcc. N\ F y Q[y R' y dcc. reftant tou- 
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jours les mêmes , & le^ ÔJf;, d/>, dÿ., dr, &c. ôy , 
ô/?', q\ ô/, &c. étant des difFércnçc? afefolumcnt 
indépendantes de celles le trouvent dans K. 

Mettant donc pour p ^ ^ j &c. p\ q\ /, 6cc. leurs 

valeurs , j’aurai 

fàV^fN'àx-\-P7idx-\-Q^d^x-\-R'àd.^x y &cc. 

-+■ N?>y P'd dy -{-Q'd d^y -h R'd d^y y &c. 

• r • • • . . .O 

équation qui doit être identique. Je remarque main- 
tenant que , par rapport aux difFércnces affeâées de la 
caraitériftique d auxquelles fc rapporte le 6gnc f , cetec 
fonétion eft intégrable par parties j & l’équation' devient 
alors fA^x B à y -f- &c. -+-Z = o , 

Ay B y $ic. oo contenant point dç x, ea'^y, & par 
conféquent n’étant plus réductibles j’aurai .donc , pour 
'qu’elle puilîè être identique, Ay B ^ iiyls par eux- 
mêmes & conféquemment les équations A z= o y B 
’= O , &c. entre les variables : j’aurai auflî cbaqye terme 
de Z égal à zéro. Mais comme ils ne font plus fous le 
'ligne' d'intégrâtiod y il fufÇe que ces'équations^aient lic(i 
pour chaque valeur 'dey^^. ^ . 

'■Je'fuppofc maintçtjant que V doive êtrçdhc différen- 
tielle exaCtè , -\r7iVy & ^ar cpnféquctjt 3 P’’ feront 
auflî des différentielles exaClcs par rapport aux différen- 
ces afFcdécs datâlcajadériftiquo Mais intégrant ô V 
par. parties , j’aurai 

,,, . . j .A -4- B ^ 6^. -f- i?. . • . • 

;Popc lorfquc ^£çra u^<i djffexcnticUc ex,a(^, B,y^ 
Partie /. ■ ' C ’ " 
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&c. feront nuis i &c j’aurai les équations identiques A 
= O , B = O y &c. 

Les formules des équations de condition doivent donc 
être les mêmes que celles des équations qui doivent 
avoir lieu entre les variables , lorsqu’une formule inté- 
grale indéfinie cft un maximum ^ ou un minimum. 

Si , dans le problème dt maximis & minimis , A , 
B , &c. étoient nuis par eux -mêmes , il n’y auroit 
donc aucune équation néceflfàirc entre les variables ; ce 
qu’on fait d’ailleurs. yoy<{ l'Ouvrage de M. Euler , 
Théorème premier, ^ 

On voit aufiî que , dans le même problème , il y a 
autant d*équations entre les variables , que de variables : 
d’où il fuit que le problème n’eft pofllble que lorfquc 
CCS équations fc réduifent k une de moins. En effet , 
tout problème, où l’on traite des formules qui renfer- 
ment des différentielles des ordres fupéricurs , n’efl pof 
lîble que lorfque , fuppofant une des différentielles conf- 
tante , la fonéUon ne change point ; & cette condition- 
réduit les équations i une de moins; car, dans ce cas, 
iî toutes les équations de condition , hors une , font fup- 
pofées avoir lieu , celle-ci en fuit néceffairement. f^oye^ 
ci - dejfus , Ke'marque 1. Voye:[ tOuvrage de M. de la 
Grange y N^, VI II, 

-Problème IV. 

Trouver les- équations de condition qui doivent 
avoir lieu pour qu’une fonftion différentielle d’un ordre 
quelconque êc comprenant un nombre quelconque de 
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variables , foie la difFërentielle exaële ' d’une foncHoii 
finie. 

Solution. Soie , comme ci-deffus la fonction pro- 
pofée ; B la fonction d’un ordre inférieur d’une unité, 
done y doic être la difFérenticlle exaéte’; B' la fonction 
d’un ordre inférieur , done B doit être la différentielle 
exaéte ; B" la fon(f!tion d’un ordre inférieur , dont B' 
doit être la différentielle exadte ; & ainfl de fuite juf- 
qu’à l’intégrale finie. • ‘ • 

Je fais ■ 

dy — N dx-\* P dp'^ Q^dq Rdr -\~'S ds ^ &c. 
-h N' dy -f- • 

N" d tt -4- ' • • • • • 

& j’ai 1 °. par le Problème tll, pour ,1a variable a:,‘l’é* 
quation 'de condition • ' " ' ' < * ' 

• N — dP-\rd^Ç^ — d^ y icc. = Oy , " 

6^ une équation fcmblablc pour chaque autrc-variablc.. 

J’ai 1 °. par le_mêmc Problème, poùrja, variable x ÿ 
l’équation de condition ^ ‘ ‘ c 


dB dB' dB jI'jb', ' 

TT — ‘^TT — TT » 


dB 

dp 


'î 
dB •- 


Mais [PrQb'.'H.j = f 


* \ A 

ç *'• -iOr!. loo t, 

noir’.' 


■<2 = -3f 

KÈ V" Vï"' 


*c i_ 

— dt 


dr 

l: :i 


i';L ~ ecp h. iQ jli'- 
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J’aurai donc — Scc. 

^ =zQ-JR-hd^S, &c. 


4^ =R — dS, &c. 

dq 
dR 
d r 


= 5 ,. SCC. 


Scc. 


Sc fubftituanc ccs valeurs dans l'équation 
dB ,dB . dB J. dB 

d X dp dq , ) 

il en réfultera l’équation de condition , • - , r 

P — Sec* = O ; 

Sc j’aurai pour chaque variable une équation fcmblabic. 
• 3 ®. J’ai , pour la variable x » l’équation d« condition 
dB‘ J jz ‘/fi' ^ 

- 77 ;— ^ ^ ^ 

oui, par le N®. 2 , devient ' , 

-77 — - 77 » 
qui , en fatfa-nt IcS' rriêmeÿ fubftitutions que dans le N®. 

précédent pour' 4^ , 4 t » 

t .. . &c,=roî •• 

Sx. l’aurai une,, équation de condition fcmblable pouf 
chaque variable. ' ‘ ' 

On voit aifément que je puis, xontinqer.Jes. mêmes, 
opérations jufqu’à ce que jO parvienne à Une foA^on 
finie, 6c qu’ainfi/fàn^ avoit befoin de connoître 
B' y Scc. j’aurai les équations de condition cherchées. 

R È M A R.Q, U ^ 1- 

Il fuit dcjccqui précède, que j’aurai autant de fuites 
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d’équations que de variables , à moins qu’il i/y ait une 
différentielle fuppofée confiante , & qu’alors il y en 
aura une de moins. Le nombre des équations fera , * 
dans chaque fuite , égal ^ l’cxpofant de l’ordre des dif- 
férences ; enfortc que, pour la variable x , par exemple, 
la première fera 

iV— ^+5, &c. = o, 

la 1 * — Z </ Ç -t - 3 ÔCc. • • =o, 

la 3 ' Q — ôcc. • • . . =d* 

& ainfî de fuite , les coefficiens étant , dans la première , 
les nombres conftans , dans la féconde , les nombres- 
naturels, dans la troifieme, les nombres triangulaires, 
les nombres pyramidaux dans la quatrième; & ainfî de 
fuite. 

R E M A R Q B 2 J. 

' ’ • ' 

• Il fuie des valeurs que j’ai trouvées dans le Problème 
précédent poor les , &c. que , fi 

fTcft une différentielle exaéte dé j’aurai • ' ''' •' 

; ' — d(i -fi d^R — d^s , ^,'dx ; 

-f Q — dR d^ S y &c. • • dp 

-\-R — dSy &c. • • . dq 

-i- S y 8CC, ..... Jl> 

’■ ' .■ . . . . ■ . « . ' . 

P!— dQ d- R! ^diSf y &c. dy 

■' ^Q—dR-^ d^S'y 6cc. • . dj2 

R dS/y &C, • • • • d^ 

&C. • . . ■ » . dd 

• • ♦ • • ’ » * 
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12 Du C.A.LCUL INTEGRAL.’ 
continuant de même pour chaque variable : & pour 
avoir la valeur de ^ , je n’aurai qu’à intégrer la fonc- 
tion précédente , comme différence d’une fonction de 
X, P, q, r, icc. y ^ p\ q\ r\ &c. 

Si j’avois V égale à la différence d’un ordre quelcon- 
que d’une fonétion finie , je n’aurai , fi , par exemple , 
la fonction eft du troificme ordre , qu’à intégrer la fonc- 
tion Rdx R'dy -f- R"d U -h R"'d [ , &c. 

ou S d X S'dy -4- S" du -4- S"dj y Scc. 

fi elle eft du quatrième, pour avoir cette fon£tion finie, 
à laquelle il faudra ajouter les confiantes convenables. 

PROBLEME V. 

Trouver l’équation de condition qui doit avoir lieu 
pour qu’une équation différentielle à deux variables x 
& y , où aucune des différentielles n’eft fuppofée conf- 
tante , ait une intégrale de l’ordre inférieur d’une unité. 

_ Solution. Soit fait , comme ci-deflùs , dx = p ^ 
’dp=qy d^ = r, &c. dy=zp\ dp' = q\ dq' — r'y &c. 
& que l’équation propbfée foit ^=o. Je fuppofe que,' 
multipliant V par A ^ fonction àc x y p y q\ r\ &c. y , 
p'y q y /, ’&c.* A V devienne une différentielle exaéle" ; 
& il fuffit pour cela de faire A^ = -y - , B étant une 
fonction quelconque dp l’oj-dre inférieur.^ J’aurai donc , 
parle Problème 1 1 , cn_ faifant 

d ^ d,X — P dp —4“ (2 dq —4- Rdf y &C. 

• ‘ H- ^>dy 4 - P'dp'j^ QWÿ'-4- R!d/y &c. 

& dA=^i\dxi->r \\dp-\- -^dq-k- vdfy liiC. 

-4-.N'<y-4- ïidp',-\- -^'d^-jr P'df/,,&C. 
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Partie I. Section I. 13 
les équations de condition 

N—dP -f- — &c. 

K J &c. dA->rQ^ — &c. d'A — R , &c. 

&c. 

-h N — du. •^-d'--^ — <é’P,&C. V " — n — zi/St'-H 

3 P , &c. dA H- 'P — 3 ^^P , &C. d^ V — P , &C. 
d^ y y Sec. = O 

& A'—dP'-hd^Q'—diR\ &c. ^ — P'— 

3 ü', &c. -hQ'— 3^^', &c. — ü', &c. 

&c. 

-f- — du' -h d'^-^' — </ 5 P^ , &c. y — n^ — 1 </'p' -H 

3 <^^P' , &c. — 3^ép', &c. — P', &C. 

d^ y , &c« = O 7 •—— 

'équations que je puis toujours rendre Ideneiques en fal- 
fanc A = 

Pour avoir maintenant l’équation de condition que 
je cherche , je remarque que l’équation o ne peut 
être intégrable , dans quelque fens que ce fbit , que lorf^ 
qu’une même fonûion égalée à zéro rend y Sc B nuis 
en même-tems. Mais s’il y a une telle fonétion , elle 
rendra aufli égaux à zéro les membres des équations ci- 
delTus , qui font multipliés par dy, d^ y ^ &cT & 
il eft clair qu’elle ne peut les rendre nuis dans aucun 
autre cas. Donc , fi l’équation eft podible , la fonélion 
afFeéléc de y dans chacune des équations ci-deflus 
fera nulle par elle -même, ou deviendra telle, en faifant 
égale à zéro une fonâion qui rende ^ = o ; ôc il en 
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14 Du Calcul intégral. 
fera de même du premier terme de ces équations , qui lui 
cft identiquement égal. J’aurai donc les deux équations 

^ dP d^(l — &c. A— P — %d(l -h 

3 , &c. dA -4- Q — 3 dR , &c. d^A — R , &c. 

d^A^ &c. = 0 

A"_ d^q— diR\ &c. ^ — P'— idq^ 

'^d’’R'yScc, dA -h — ydR'y&cc. d^A — R! y ôcc. 
d^Ay &c. = o : 

équations <jui feront identiques , ou auront lieu en même- 
tems que l’équation K = Oy lorfque celle-ci aura une 
intégrale. Donc éliminant A , j’aurai une équation où 
tout fera connu , & qui fera identique , ou aura lieu 
en même - tems que = o , toutes les fois qu’il y aura 
une fonétion d’un ordre inférieur , qui , égailéc à zéro , 
rendra = o. C. Q. F. T.' 

Reharq_ue. 

Si j’ayoiÿ fiippofé 

d 4r^iJf\4K-\-{P]dp-^[q\dq^[R]dr y 8CC. 

. ôcc. 

& que j’eulïc fait égal à zéro, dans les valeurs de [/^], 
» [^] ^ {F] ♦ {Q'] , , &c. le terme 

multiplié par F y Je réfultat rûc été le même. En effèc, 
.ce terme ne peut être nul en même - tems .que F que 
lorfque l’équation = o cA polîîùle. Cette remarque 
me donnera lieu de fimplificr les calculs dans les Pro- 
blèmes (iiivans. 

PROBLEME 
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PROBLEME VI. 

Trouver les équations de condition qui doivent 
avoir lieu pour qu’une éqt^ation differentidle d^un ordre 
quelconque , comprenant un nombre quelconque de 
variables , ait une intégrale de l’ordre inférieur. 

Solution. L’analyfe de ce Problème eft précifé- . 
ment la même que celle du Problème précédent, qu’il 
eft facile d’appliquer à un nombre quelconque de va- 
riables. 

•Soit donc les variables &c. l’équation 

= O. Je fuppofe que A j^devienne une différentielle 
cxa(£ke ; ce que je peux faire toujours en fuppofant A 
= -pr. J’aurai donc, en fàifanc „ ^ 

dAVz^lNyx^lP'^dp -^{Qldq'-^lRYdr, &c. 

[ N'\dy -H [P'] dp' -^[Q']dq' -^[R]dd, &C. 

-K [N"]du -h [F'] d /-h [Q"J dej'-^ dr" , &c. 

-H [iV"Vf -i- [P'"] df IQ'"] df^ [R'"] d/", &c. 
des* équations de condition , femblables k celles du Pro- 
blème III : équations qui devront être identiques , Sc 
auxquelles je fatisferai toujours en faifant A = 

Mais comme l’équation ne peut être poflible, que lorf- 
qu’une même fonéUon , égalée à zéro , rend nuis B SC 
V en même-tems, & que toutes les fois qu’il y a une 
telle fonélion , elle rend aufîi nuis les termes multipliés 
par V dans les valeurs de [ A^] , [P],[Q],[i^], &c. 
[JV'l, [P], [Q], (K'I, &C. [iV”], [F'], [Ç"], 
IF'I, &c. [A-J, [F"], [Q'"], tF"], &c. il eft 
Partie I. ■ ' D 
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2Ô Du Calcul intégral. 
clair que / fuppofanc ces termes tels dans les équa- 
tions de condition qui font identiques , la' fonéHon 
qui reftera , égalée à zéro, donnera une équation iden- 
tique , feu une équation qui aura lieu en même-tems 
que y ==. O.* Mais , dans cétte fuppofition , les équa- 
tions de condition deviennent 

— dP — d^R , &c. A — P — zd(l -f- 

&CC. dA -h Q — 3 , &c. d^A — /d , ôcc. 

d^A^ &c. = O 

iV'— dp' -i-d^Q'— d^ R\ &LC. A — F— 2 dq^ 

ld^R\ &c. 6 cc. d^A — R\ &c. 

d^ A ^ &c. = O : • 

ïf"— dP"^ d^q'— d^R!\ &c. A — P"- xdq'-\- 

3 d^ R'\ &c. dA H- Q" — 3 dR", ôcc. d^A — ~R\ &c. 
&c. 

iv dt'"-^ d'- q"— di R'\ Sec. A — F"—idq;'-\- 

d A -t-.g"'— & c. ^ ^ ^ &c. 

d^ A ^ = O ; 

& ainfi de fuite pour chaque variable. D’où éliminant 
A , j’aurai des équations où tout fera donné , qui feront 
identiques, ou auront lieu en même-tems que f^=o, 
toutes les fois que cette équation fera poiîible , Sc qui 
ne pourront être telles que dans ce cas. C. Q. F. T. 

Remarque /. 

Si aucune difFérentiellc n’eft fuppofée confiante , le 
nombre des équations de condition fera égal à celui des 
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Partie!. Sect*ionT. 17 
variables diminué d'une unité j ôc fi une des difFércn- 
tielles eft fuppoféc confiance , ce nombre fera celui des 
variables diminué de deux unités ; & la même chofe 
aura lieu pour les équations de la forme Adx B dy 
Cduy &c. = O ( Remarque III, page ij‘). 

R E M A R E II. 

Toute équation qui fatisfera aux conditions du 
problème fera poflîble , c’efi- à-dire , admettra une fo- 
lution completce ou incomplctte. Pour difiingucr ces 
deux cas, je remarque 1 °. que , pour que la -folucion 
puiflTe être completce , il faut que les difFérenticllcs de 
l’ordre le plus élevé puifient être mifes fous une forme 
linéaire, & qtic les équations de condition qu’on trouve 
pour cela*par Talgcbrc ordinaire Soient identiques. En 
effet , quand d’ailleurs elles rendroient == comme 
elles ne contiennent pas d’arbitraires , 6c qu’elles font 
d’un ordre inférieur , elles ne peuvent fournir de foiu- 
tions complcctes. 

2 ®. Si cette condition a lieu , il faudra tirer de la 
propofée toutes les équations linéaires qu’elle renferme , 
prendre pour chacune à part les équations de condition , 
& la folucion pourra être completce, lorfquc , fubfii- 
tuant dans ces équations la valeur d’une des plus hautes 
différences prife de la propofée , pour fa différence fu- 
périeure, fa valeur tirée d’une équation formée en éga- 
lant à zéro la différentielle de la propofée , 6c ainfi de 
fuite , les équations deviendront identiques , ou le feront 
par elles- mêmes ; car alors cette valeur, fubfiicüée dans 

Dij 
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d B 

dB y rend dB z=. o ; & conféquemment A = —j^ de- 
vient d’un ordre inférieur à : & intégrant AV y on 
a une intégrale générale. 

Dans tout autre cas , l’intégrale ne peut être que par- 
ticulière j car, de ce que la valeur de la différence fa- 
péricurc , prife de la propofée , ne rend pas dB = Oy 
aucune foniffion du même ordre , égalée à zéro , ne peut 
rendre V' bL dB nuis en même - rems , & par conféquent 
aucune fonéfion de l’ordre inférieur qui contienne une 
arbitraire. 

II cfl: clair par la nature du Problème, & l’on verra 
en en fuivant l’analyfe , que les équations de condition 
qu’on trouveroit en fuivant pied à pied les opérations 
indiquées dans cette Remarque , font <?ontcnues dans 
les équations de" condition générales du Problème , & 
qu’ainfi , plus fimplement , l’équation propofée admettra 
une folution complette xoutes les fois que les équations 
de condition feront identiques , ou-le deviendront en 
fubftituant , pour les différences de l’ordre de l’équa- 
tion , ou d’un ordre fupéricur , leurs valeurs tirées de 
V — O y dV ^ O, &c. & n’en admettra que dans ce 
cas, ce qui cft évident par foi -meme; car alors on aura 
une fonàîon du même ordre que V y qui étant égalée 
\ zéro , rendra 5 = o ; & l’on n’aura pas befoin 
de recourir à une équation d'un ordre inférieur , qui 
rende V ■= o. Donc , &c. • 

Remarq_ue III. 

Soit une équation dx-:\- Ady B d[-=Q : A bc 
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B ëtant des fon£lions finies , j’aurai V ■=. p-^ A p' 

Bp"z=i O, Se les équations de condition 

N — dP K — d_P' 

P — P' 

N — dP N"-~dP" 

JO P” 


où mettant pourA^, PyBl\ P',N'\ P'\ leurs valeurs , 
& éliminant p qui telle à l’aide de l’équation p-\- 
B p" = 0 ^ je n’aurai plus que l’équation 
dB „ dA . dj^ 
li 


dB 


P dA ^ 

dx dx dj dy ° * 


qui cil celle de M. ^Fontaine, Se qui fera identique lorf- 
que la propofée aura une intégrale générale. Se aura lieu 
en même-tems que la propofée lorfque l’intégrale ne 
fera que particulière. 


— If- E M A R q tr £ JF. 

Soit F du premier or^re , & i deux variables feu- 
lement : on pourra toujours mettre la propofée fous la 
forme Adx B dy —o \ cas pour lequel ( Rcmar. I. ) 
il n’y a pas d’équations de condition : d’où je conclus 
que , quel que foit A &C B , cette équation admet une 
folution complette. 

Si pourtant on vouloit le démontrer direélement , voici 
comme il faudroit s’y prendre. Le Problème II donne, 
dans ce cas, l’équation de condition 
N ~ dP __N'— dP' 

P — P' 

Faifant difparoître les dénominateurs , 5c multipliant 
par pp' y elle devient 

• Np ^pdPFp* = ]S'p[ — MF P P* 


j 


I 
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Mais k caiife que les , 4y fc trouvent toujours k 
une même dimenfion , on a — P p P'p , a dé- 

fignant cette dimenfion. Donc , puifque = o , Pp 

= — P'p ; & l’équation précédente devient 

Np-\-]SI'p' — pdP—p'dP == O. 
Mais • • dV=Np-^]^'p P dp P'dp' ■=. O. 

Donc l’équation précédente devient 

Pdp-\-pdP-^Fdp' ->rpdP'z=iadV — O, 
Donc elle cft nulle lorfquc F = o\ Sc cela fans avoir 
befoin de fuppofer qu’une fonélion .d'un ordre inférieur 
rende = .0. Donc la propofée admet une folution 
complettc. 

PROBLEME VII. 

Trouver les' équations de condition qui doivent 
avoir lieu pour qu’une équation différentielle d’un ordre 
quelconque, comprenant un nombre quelconque de va- 
riables , puilîc avoir une intégrale finie. 

Solution. Soit toujours F= o. Je fuppolc , comme 
dans le Problème VI , que ^multiplié par ^ devienne 
une différentielle exaéke , & que j’aie AV — dB , cn- 
forte que 5 = o ait lieu en même-tems que V=o : je 
fuppofe encore que B multiplié par A' devienne une 
différentielle exaébe , & que j’aie A' B ■=. dB\ enforte 
que B' O ait lieu en même -rems que B — o , que 
V — O ^ S)C ainfi de fuite jufqu’à ce qu’on parvienne à 
une équation finie. 

Cela pofé , j’aurai i®. par le Problème VI ,.pour l.f 
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&c. A — P — i</Q-+- 


jd^R, Sic. dA -h Q— } dR , SCC. d^A — R , Scc. 
dfAy ôcc. 

& ui*c équation fcmblable pour chacune des autres va- 
riables ; cnforte que», pour avoir les équations de con- 
dition , il n’y a plus qu’à éliminer A. 

J’aurai 1°. par le hiême Problème , pour que l’équa- 
tion R =" O foie poflîble par rapport à la variable x , 
l’équation 


, iB 

dx dp 


dB 

dq 


„ dB J dB 

«it:- ^ — -57 — "“^77 


&C- 


- 4 - , Scc. d^ A y Scc. = O , 

& une équation Têmblabic pour cbiuquo variable. 

Prenant maintenant , par le Problème V TT* les va- 
, , dB dB dB . jAV jAV jAV 

leurs des -r- , -j— -j— , Scc. en d -j— . d -j— , d-y— , 

• dx ^ dp ^ dq ^ dp ^ dq ^ dr * 

tcc. Sc faifant égaux à zéro les termes multipliés par 
dy, Scc. ce qui peut toujours fe faire , lorfque l’é- 
quation y O a une intégrale de l’ordre inférieur , &; 
ne ^cut fe faire que dans ce cas , j’aurai l’équation 

AP — idAQ^yd^ARyScc. A — AQ—^dAR, 

&c 7 dA-^ARy Scc. d^Ay Scc. = o, 

Sc une équation fcmblable pour chaque variable. 

J’aurai 3®. pour que l’équation ^'=0 foit poUible , 
des équations fcmblablcs aux précédentes , en mettant 
A" pour A ; A pour A ; ~ , ~ , ôcc. pour P , Qy 

Scc. Sc pour -jy , Yf i leurs valeurs , en fuppofant 
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31 Dü Calcul intégral; 
nuis les termes multipliés par V: & continuant ces opé- 
rations jufqu’à ce que je parvienne A l’équation finie , 
j’aurai les équations de condition cherchées , en élimi- 
nant les A\ A"^ &c. ce qui n’a befoin que des 
règles ordinaires de l’AIgebre. C. Q. F. T. ^ 

REMARQUe /. 

I L fuit de l’analyfe du Problème, que le nombre des 
équations qui contiennent A , A' , A", &c. étant égal 
au produit de l’expofant de l’ordre de l’équation par le 
nombre des variables, & celui des quantités à éliminer 
étant égal au même expofant , il en réfultcra un nombre 
d’équations de condition égal au produit de l’expofant 
de l’ordre des différences par le nombre des variables 
diminué de l’unité. Ht fi une des différentielles cft fup- 
pofée confiante , le nombre des équations fera encore 
diminué d’un nombre égal à l’expofant de l’ordre de 
l’équation. 

Remarque II. 

Si l’équation V=o admet une folutlon complettc, 
'A peut être fuppofée telle, que la valeur d’une des plus 
hautes différences tirée de A = d B foit identique- 
ment la même que la valeur de la mêrfie différence tirée 
de y — O : fi donc B = o une folution complettc, 
tirant de f^=o, &c. les valeurs d’une des 

plus hautes différences , Sc de fes différences fupérieures, 
& fubflituant dans les équations de condition , elles 
deviendront identiques. 

On 
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On penc appliquer ce raifonncmenc aux équations 
des ordres inférieurs à 5 = o , éc conclure en général 
'que , lorfquc toutes les équations de condition feront 
identiques , ou deviendront telles en y fubftiruant les 
valeurs des plus hautes différences, tirées de V = o ^ 
dV—o t &c. la propoféc aura une intégrale finie corn- 
plctte , & n'en aura qu’une incompleite dans tout au- 
tre cas. 

On voit aifémenr que , s’il n’y avoir que deux va- 
riables 6c une différentielle fuppoféc confiante , la pro- 
pofée admettroit toujours une folution complette. ' - 

' ' \ 

Remarque l II. 

S I l’équation V ■==■ o étoit telle que V fût la diffé- 
rentielle exaéle d’une fonélion finie ^ l’équation auroit 
une intégrale complette qu’on trouv^roit en intégrant la 
formule que je donne à la fin de la Remarque II, page 
ai. Mais comme cette intégration ne donne qu’une 
.arbitraire , au lieu d’un nombre égal à celui de l’cxpo- 
(ant de l’ordre de l’équation , je remarque , pour ôrer 
tout nuage , que cette arbitraire doit alors être fuppofée 
de la forme ua/" -h ‘ -h' • • • ~^gy 

n étant l’expofant de l’ordre de l’équation , & x' pou- 
vant être une variable quelconque dont la différence foit 
jconflante. 

Remarque VI. 

J E fuppofe que j’aie une équation entre Z , </Z , 
* , y "î &c. Sc leurs différences d’un ordre quelcon- 

Partit I, E 
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que , il eft clair que les équations que j’aurai pour que 
cette équation ait pour intégrale une équation entre ar, 
y I ôcc. leurs différences, Sc Z , devront être iden- 
tiques , lorfque j’en aurai éliminé Z & <éZ à l’aide dç 
la propoféc , & qu’ainfi elles doivent être les mêmes 
que celles que l’on auroit eues, fi l’équation eût été dZ 
^ M t M étant une fonéiion fans Z ^ par confé- 
quent les mêmes qu’on auroit pour que M foit une dif- 
férentielle exaéte. , 

Soit donc une équation d’un ordre quelconque entre 
^ t y > \ , &c. Sc Z ^ SiC que Z doive être un maximum-^ 
j’aurai (Remarque IV, page 17) les équations qui de- 
vront avoir lieu entre les variables , en éliminant les 
Z , dZ , &c. des équations que donnera le Problème 
Vn , pour que l’équation en Z , dZ puifTè avoir nne 
intégrale en Z ; & il faudra de plus , qu’en fuppofant 
que ces équations aient lieu entre les variables, on puiflè 
avoir une intégrale de la propofee du premier ordre. 
Donc toutes les équations du Problème VU devront 
avoir lieu en même-tems , & fe réduire ^ pour que le 
Problème de maximis foit pofiible, à un nombre égal à 
celui des variables , en y comprenant la propofée; Sc 
les équations qu’on aura alors en éliminant Z , dZ , 
Sec. feront les équations cherchées.. 

Le cas où la formule ff^ devant être un maximum , 
V contiendroit une intégrale indéfinie , (e rappelle aifé^ 
ment au cas préfent : on pourroit auffi alors trouver les 
équations par les Problèmes III Sc IV. S’il y avoir une 
équation qui dût avoir lieu entre les x y y ^ y Sic, on 
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élimineroic, à l’aide de cette équation, une des varia- 
bles, & on traiteroit enfuite la formule comme ci-deflus. 
de la Grange a étendu fa méthode à tous ces cas. 

Conclusion. 

Voila, je croîs, comme je l’ai annoncé , tout ce 
qu’on peut exiger fur les équations de condition. Je puis 
m'aflurer fi une équation différentielle propofée a une 
intégrale finie : il ne me refte donc plus qu’à déterminer 
cette intégrale , lorfqu’il y en a une : c’eft ce que je 
me propofe de faire dans la Section qui fuie. 


SECONDE SECTION. 

Méthode générale de trouver l’intégrale d’una 
équation différentielle propofée* 

Quelle que, foie l’équation difiéreneielle que l’on 
me propofe d’intégrer , je puis la mettre fous une forme 
telle qu’il ne s’y trouve plus que des puifiances entières 
& pofitives des différentielles. Les coefHciens finis de 
ces différentielles ne peuvent être non plus que des fonc- 
tions algébriques des variables , 

X yy, &c. r ,= l.^x^y, &c. s = 1. x , y , àc. r, 

ou 

fie ainfi de fuite , «> , 4>', Sec. défignant des fondions al- 
gébriques des variables' Ôcc. ou'x, y, ficc. r; ficc. 

Eij 
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& il n’y a point de fonctions analytiques qu’on ne puidè, 
réduire à cette forme ; & je pourrai préparer l’équation 
cnfortc que ces cocfHcicns. ne contiennent plus ni dë^ 
nominareurs ni radicaux. 

J appellerai une équation différentielle ainfi préparée, 
une équation rationnelle & entière , une équation algébri- 
que entre x , y , &c. leurs différences , & t y s , &c. 

L’intégrale finie d’une telle équation pourra toujours 
être auffî une équation algébrique rationnelle & entière 
entre a:, , ÔCç. r ^ S ,, r , &c. 

Une équation différentielle étant ainfi préparée, j’y. 
remarque quatre points qui la diftinguent' de tout autre. 

‘ 1 °. L’ordre de l’équation , & le nombre des fonc> 
lions r y s , e, &cc. qui s’y trouvent. 

2 ®» Le degré- où y montent les difierénees, & celui 
des équations ratioancllcs entre Xty y &c.. x,y y. Sic- 
ry dl; Scc. 

3 ®. Le -degré où montent les x, y y Scc. r ,' s , Scc. 
dans les coefficiens des différentielles . 6c dans les coef- 
ficiens des équations rationnelles ÔC entières entre 
y, Scc. 4*; Xyyy Scc. ry Scc. 

4®. Les coefficiens conftans. 

Et , de ces quatre points , je détermine quatre points 
qui diftinguent l’intégralu de cette équation, différen- 
tielle de toute autre équation finie.* • - 

,“ 1 *^. Le nombre- des fonélioos r'j s, 6cc»^--^ t - 

2 ®-. Lé degré dçs équations' rationneUes entre 4>', 
^c,- 6c, le^ variables x,yy Scc. /, s , r ôc,c., 6c, le, 
degré qu doivent nMmwç lcfrr,.S;,.ï» l’iMér 
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grale mife fous une forme rationnelle & ordonnée par 
ordre par rapport à ces fonfUons , en commençant pat 
la dernicre. . - 

3®. Le degré où doivent monter les;*, y, &c. dans 
les coefficiens des fonélions r , s , r , &c. dans l’inté- 
grale cherchée , mife fous une forme rationnelle âc 
entiecc. 

4®. Les coefficiens conftans.. 

Cette Sc(SIon fc divile donc naturellement en quatre 
Articles. 

A R T 1 c, I, C I. 

Trouver le nombre & la nature des fbnBions tranjeendantes 
qui peuvent entrer dans tintégrale dune équation 
différentielle’ propofée. 

. J E Tuppofe que j’aie une foné^ion algébri^e. de 
y , &c. leurs différentielles , & / , fondiion tranfeen- 
dante de * , y , &c. & que cette, fondtion foit égalée 
à zéro. Si je différencie cette fondlion , j’aurai ime fonc- 
tion algébrique d’un ordre fùpériear entre x ^ &c, 
leurs différences, r & dr. Donc,, égalant cette fonc- 
tion à zéro , fi 1» valeur de dr ç.n ^ > J' » &c. ne con- 
tient pas de fonâion tranfeendante , ou n’ên^ contient 
point d’autre que r , je pourrak éHminet T à l’aide des 
deux équations, & J’aurai une fpndtion algébrique des 
variables * , y , &c. .& leurs difféeences feulement , 
d’un ordre plus élevé- que la proppfée , fondkion égale 
à zéro : 2c cela ne peut arriver que dans cês deux ças^ 
pareeque je n’ai pas d’équaÛQns, à l’aide defquelles je 
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3* DuCaiculintechal. 
puidè éliminer les nouvelles tranfccndances que la dif- 
férenciation Auroic produites. 

Je dis maintenant que le premier cas ne peut avoir 
lieu que lorlquc la fonûlon r = \.a”*b"c^ , &c. ou 
ml. a -h n l. â •+■ P l. c J &c. a,^,c,&c. étant des fonc- 
tions algébriques, n, p,&cc. des nombres même 

incommcnfurables: & le fécond, lorfque r=e**' 

<I> défignant une fonékion algébrique , ou que r = 

‘ , y défignant un nombre irrationnel , fans 

quoi cette fonébion feroic algébrique ; âc la confiance 
que la différenciation aura fait difparoître, fe trouvera 
être , pour le premier cas , dans les coefEciens de la pro- 
pofée , & pour les autres , dans la fonélion r ; dans le 
premier , Iç terme confiant de la valeur de r , tirée de 
la propofée ; dans le fécond , le terme confiant de ® ; 
& dans la trqifieme, le coefficient de &cc. 

Cela pofé , foit i®. une équation du premier ordre 
entre ar ,y, &c. dx ^ dy y &c. fans fonélion tranfeen- 
dance': il fuit' de ce qui précedç , que fôn intégrale 
finie ne peut être qu’une équation algébrique entre ar, 

&ç. & r == , &c. 


• • 'pu 

i 

ou ' 


♦ x, y, &e. 
r y 

SCCt 

C • • 


Mais il efl clair qlic repaffant ides logarithmes aux nom- 
bres , ces trois forjnes d'équations fe réduifent à la 
première. Donc l’équation intégrale finie pourra tou- 
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jours être une équation algébrique entre y , &c. fie 
r = I. ^ &c. 

"^-"4 dx^ b dx^ a dy ^ b TJ» 

dy -H &c, . 

& par conféquent étant fans fonéHons tranfcendances î 
& cette équation pourra être r égale) à une conftante , 
& par -là fe réduire à une équation algébrique. 

Cctre dernicre remarque s’applique également à ce 
qui fuir. 

2°. Soit une équation du premier ordre entre x^y^ 
&c. leurs différences , & r = I. èCc. 


« X, y, tic. 

^ » 


OU e 


q\.x’" b” , tic. 


regardant r comme une nouvelle variaHe : il fuit de ce 
qui précédé, que l’intégrale finie de cette équation peut 
toujours être une équation algébrique entre ar, y, &c. 

r y & s = l.a"" b"* c'^ , &c. a’y y y c'y ficc. étant des 
fondlions algébriques de' x yy, &c. r. 

Soit aufli une équation différentielle du fécond ordre 
entre x y y y Sec. & leurs différences du premier & fe- 
cqnd ordre, fans fonéHon tranfeendante , fon intégrale 
finie ne pourra être qu’une équation algébrique entre x , 

yyScc.r=l.a’''b'‘c^ y Sec. Se s = l.d'^b"^ , Sic. 


ou 


ou e 


*'x,y,tie. r 


ql.a"'b''e^. Sec. 


car, dans toute autre fuppofition, on ne peut parvenir 
à une équation du fécond ordre fans tranfeendante ; Sc 
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par conféquenc l’inrégralc pourra toujours être fuppoféc 
une équation algébrique entre &c. & 

r = , & J = Scc. 

,«!>*, y. Sec. 


ou 


ou 




Une des arbitraires fera le terme confiant de la valeur 
de 5, prife de l’équation intégrale : la fécondé fera , pour 
la première forme , le terme confiant de la valeur de r, 
prife de l’équation algébrique du premier ordre , qu’on 
a entre x y y y &c. leurs différences , & r ; pour la fé- 
condé , le terme confiant de j pour la troifîcme , le 

coefficient de &c. 

3 ®. Soit encore une Quation différentielle du premier 
ordre entre Xy y y &c. leurs différences, & r, j, regai> 
dant r Sc s comme de nouvelles variables ; il efl clair , 
par ce qui précède , que l’intégrale en pourra toujours 
être une équation algébrique entre x y y y &c. r y s 6c 

t = l.tf'"""é''""c"/,.&c. v; i"y C\ &c. éunt des foncr 
tions algébriques de j:,y, &c. r, /. 

- Soit une équation du fécond ordre en a: , ^ , &C 
leurs différences , & r , regardant r comme une nou- 
velle variable : il fuk de ce qui précède , que fon inté- 
grale finie pourra toujours être une équation algébrique 

entre x,y, <&c. r , j = 1. a"" é*"* , &c. 

X, y, Ac. 

ou e y 


OU 




tUt" an V’’ ii.jf' 


&C. 


Soit 
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Soie enfin une équation du troifieme ordre entre x, 
y , 8cc. leurs différences des premier , fécond & troifieme 
ordres, f'ansfonékion tranfeendante: l’intégrale ne pourra 
jamais être qu'une équation algébrique entre a: , y , 

&C. r= 1. &c. 5=1. a'"* &c. 

ou 


OU 

g* » ,y, fcc- 

ou 


• 

II 

l.a""‘"r"V«' 

ou 

g*"*» y» *«• 

ou 



ou e 


,Sce. 


&C. 




Scc. 


& conféquemment pourra toujours être fuppofée une 
équation algébrique entre • • • • ^ > y >' 

&c. ^=l.a"^'’c^ &c. 5 = l.a""'^'"'c"’', &c. 


, ® * . y . 8cc. 


ou 

ou 


ou e 


9' X , y, 8 ce, r 








oue 

& . r = l.a"”*"^"'*'c"^, &c. 

ce qui donne neuf formes différentes d’intégrales. Une 
des arbirraires fera le terme confiant de la valeur de r, 
prife de l’intégrale. La fécondé , pour la première forme 
de s , fera le terme confiant de la valeur de s , prife 
de l’équation algébrique du premier ordre , qu’on a encre 
’af,y , &c. r, 5 ; pour la féconde, le terme confiant de 
; pour la troifieme, le coefficient de a"" c'^, êcc. 

La troifieme fera , pour la première jfbrmc de r , le 
Partie I. F 
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4 *- Du Calcul intégral, 
terme conftanc de la valeur de r , prife de l’équatîon 
algébrique du fécond ordre entre x, y, &c. &C r ; pour 
la féconde, le terme confiant de <I>; pour la troifieme, 
le coefficient de ^ &:c. 

Il cft aifé d’appliquer le même raifonnement aux équa 
rions des ordres fupéricurs; & l’on peut conclure en gé- 
néral , I®. que l’intégrale finie d’une équation de l’ordre 
n n’efl fufccptiblc que de de formes femblables 

à celles que j’ai déterminées ci-dcflùs ; i®. que ces 
formes pourront contenir un nombre a de fondlions 
tranfeendantes , formées comme ci-deflus, 8c dans Icf- 
quelles entreront celles qui fe trouvent déjà dans la pro- 
poféc ; 3®. que , dans le cas où l’équation intégrale 
contiont ce nombre de fonélions tranfeendantes , elle 
a nécefTairement auffi un nombre égal d’arbitraires, qui 
fc trouveront diflribuées dans les cocfficiens de l’équa- 
tion intégrale , ou deS fonélions tranfeendantes , félon la 
nature de celles- ci , comme il a été remarqué ci-deflùs. 

Si donc une équation propoféc n’eft fufceptible que 
d’une folution incomplctte , les formes générales de- 
vront être moins, compofées , & ne pourront contenir 
qu’autant de fonélions tranlccndantes , qu’il doit relier 
de confiantes arbitraires. 

' ' La 'même chofe fuit auffi de la Seélion précédente ; 
car fi la propofée n’a point d’intégrale générale , en 
comparant avec la propofée les équations de condition , 
Jc'fatviendrai.À une équation d’un ordre inférieur, qui 
n’alira ni nouvelle trânfcendante ni arbitraire , 6c qui 
aura lieu en même-tems que la propoféc ■; 6C de-là 

», 

• %■ 
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par le même moyen , à une équation , ou finie , ou 
qui admettra une folution complette , ôc où il ne fe 
trouvera ni arbitraire ni nouvelle tranfcendantc , & qui 
réfoudra la propofée : & je n’aurai plus, pour avoir l’in- 
tégrale de la propofée , qu’à chercher celle de cette 
nouvelle équation. 

Si , dans les opérations qu’on a été obligé de faire 
pour mettre l’équation difFérenticlIe fous la forme que 
je confidere ici , on avoir eu befoin de la différencier , 
ce qui a lieu lorfque les fonctions tranfeendantes qui 
fe trouvent dans cette équation contiennent des diffé- 
rences , ou lorfqu’il s’y trouve des formules fous le figne 
d’intégration , l’intégrale fera d’une des formes trouvées 
ci-deflus pour l’ordre où. monte la propofée après la 
différentiation. Mais , dans le premier cas , il faudra 
déterminer dans l’intégrale un nombre d’arbitraires égal à 
celui dont l’cxpofant de l’ordre de la propofée fe trouve 
augmenté : car, fans cela, rcpallànt de l’intégrale finie 
à la propofée , il y refteroic des arbitraires j ce qui eft 
contre l’hypothcfe. Il n’en eft pas de même dans le fé- 
cond cas , pareeque chaque fon£tion fous le figne d’in- 
tégration contient une arbitraire. 

Il fuit de ce qui précédé , qu’une des intégrales d’un 
ordre inférieur quelconque d’une équation des ordres 
fupérieurs , qui a une intégrale finie , eft toujours une 
équation algébrique entre a:, y, &c. leurs différences, 
& r, s, &c. mais qùe les autres peuvent contenir des 
fondions tranfeendantes où entrent des différences , 
comme on peut s’en affurer en cherchant à produire 

Fij 
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CCS équations par la difFérentiation de la forme générale 
de l’intégrale finie de la propofée. 

Article II. . 

Du degré où doivent monter ies r , s , &c. dans l'équa- 
don intégrale mife fous une forme rationnelle & entière , 
c' efl - à ~ dire y débarrafféc de dénominateurs & de radi- 
caux , & aujji du degré ou des équations entre 
&c. a , b , c , &c, a', b', c', &c. & x , y , &c, 

J E ne fuppoferai ici , & dans l’Article fuivant , que 
deux variables , pour abréger feulement t car il fera fa^ 
cile de voir que la méthode s’applique également à un 
plus grand nombre , fans aucune nouvelle difficulté. , 

I. Soie l’équation propofée du premier ordre , &C fans 
fonélions tranfeendantes. Je fais difparoîcre les déno- 
minateurs Sc les radicaux; 6c elle devient de la forme 

Adx^ Bdx”^^ dy . . . -t-P^y"=o, 

A ^ B * • . P étant des fondions entières & ration- 
nelles de ar , y , fie n un nombre entier. Par l’Article 
précédent , l’intégrale de cette équation peut tou- 
jours être une équation algébrique entre x ^ y ^ &c r =z 
I. &c. =/n î.<ï -H /I 1. c, &c. <i , ^ , tf, , 

&c. étant des fonélions algébriques : 6c par conféquent 
féquation intégrale pourra être mife fous la forme 

r / • . = O , 

G\ H\ R* étant des fondions algébrique» fans dé»- 
nominaceurs ni radicaux ; enforte que prenant de ccccc 


% 
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équation la valeur de r , elle foie X N ^ N étant 
l’arbitraire, ôc A" étant fans N: ce qui fait qu’on peut 
changer la forme précédente en celle-ci. 


Fr ’ iV' 4. , 

+ G -t-T^A^G -h : - r -L -J~^ N‘G 






FyG,H, &c. étant fans N. On aura auffi , à caufe 
de dr = d\. a"” b'* , tcc. une équation 
^dr* -\-\3dx~}rcdy dr^~^ 
dr'~^ 


-\rtdx^-\-idx dy H- g dy ‘ 


a , b , c , &c. étant ici des fonélions algébriques de at , 
y, fans radicaux & fans dénominateurs : & à l’aide de 
la valeur de dr^ qu’on tire de cette dernicre équation , 
on doit parvenir à une équation de la même forme que 
la propofée. 

Je fuppofe d’abord n = i : j’aurai une équation dif- 
férentielle ...... Adx-\-Bdy-=o 

• Fr -h NF= O J 

-f- G 


dont l’intégrale fera 


& j’aurai a</r-+- hdx -i~ cdy = o ^ 

ce qui donne a-h/'=o, 

f, fy f", &c. étant des fonélions algébriques ra- 
tionnelles & entières de a: car toute autre fuppo- 

Jîtion donneroit n> i. 

Je fuppofe en fécond lieu que n = i : j’aurai une 
équation difFércnticUe Adx^ dxdy-\-Cdy'=zo^ 
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Donc l’intégrale fera Fr^ H- xNFr-\- F =o ; 

-t-G -\-NG 

Se j’aurai • • • ^ Jr hdx cdy = o : ce 

qui donne a -+- /=■ o , b -\-f = o, c -h^" = o, Scc. 
Ou • A it • iVi^ = o ; 

G 

Se j’aurai hdx -h cdydr cdx^ £dxdy 

-4- gdy^ = O ; ce qui donne 
fa^ -\r ga -\r h — o^f'b^ ^b H — o , Scc. 

avec les conditions que — -^ = ^ — -y = Sec. Sc 

un nombre aufli indéfini de fonébions fans radicaux , 
femblables à celles du cas précédent. 

, Ou enfin • • F iNFf^-\- F = 

H- C N F . 

-\-H 

te j’aurai a</r* -4- hdx H- cdy dr -4- cdx'^ -4- idxdy 
-4-g<^y*'=o : ce qui donne , comme ci-deflus, 
fa*- -4- g a -4- h — o^’f'b* -4- -4- A' = o , Sec. 

avec un nombre - auffi indéfini de fon£kions fans radi- 
caux ; Se il faudra que 

G» H h_ V 

4^* f—^r\ /“4r 

Se l’intégrale ne pourra être autre chofe , car toute autre 

fuppofition donne n>i. 

Je fuppofe en troificme lieu que n = 3 ^ & j’aurai 
l’équation différentielle 

Adxi -4- Bdx*-dy -4- Cdxdy*- -4- Edy^ =: o. . 
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Donc l’intégrale fera 

F -i- 3 NFr^ -h 3 N^Fx •+■ N^F = o ; 

-h G -k- xNG -^N^G 
H H- N H 
. -h K 


& l’aurai • • • ^dr -\-‘hdx cJy 

qui donne • • • 

Ou bien l’intéerale fera • • F r -‘r N F 


= o: ce 

= O, &c. 
= 0; 


& j’aurai 

zdr^ -\-hdx -h edydr^ -\-cdx^-^fdxdy gdy' dr 
-h h êx > -h \dx^ dy -h V^dxdy'- -h 1 dy ? = o : 
ce qui donne 

-H ^ A*" H- h a —H h. = o,_/^ -+- ^b ‘ -+- h! b H- A:^= o , '&c. 
&c. avec cette condition , que les racines de toutes 
ces équations foient commcnfurables entre elles ; & de 
plus un nombre auHi indéfini de fonélions fans radicaux. 
Ou enfin l’intégrale fera 

Fr^ ■+■ 3 NFr^ -H 3 N^Fr •+■ N^F = o j 
G ' ^xNG N^G 

N H 


& j’aurai 

Sidr'^ -\-hdx -\~cdydr^-\-cdx^ -+- ( dx dy gdÿ^dt 

^h.dx^ -h ldx*-dy -+• ïidxdy^ -h \dy^-=. o : 
ce qui donne 

A: un nombre auffi indéfini de fondions fans radi- 
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eaux , mais avec cette condition , que les racines i 
tant de la propofëe, que de ces équations du troificmc 
degré , feront commenfurablcs entre elles : Sc l’intégrale 
ne pourra être autre chofe , car toute autre fuppofition 
donneroit n>3. 

Je parviendrai aifément par la même méthode à dé- 
terminer les formes que peut avoir l’intégrale pour les 
cas où n = 4 , 5,6, &c. & à en former des tables. 
On voit en effet que , quel que foit n , le degré de l’é- 
quation en r ne peut être qu’un des fafteurs de n , SC 
qu’il en eft de même de l’équation en d’où il fuit 
que le nombre de ces formes eft toujours fini. Ojj voit 
auflî qu’il pourra y avoir entre les variables &c a , 6 , 

&c. autant de fuites d’équations , que n a de fa£teurs , 
comptant pour plufieurs fafteurs difFérens le même fac- 
teur , lorfque pour produire n il eft répété plus d’une 
fois ; & chacune de Ces fuites contiendra un nombre 
indéfini d’équations. Quant aux conditions qui doivent 
avoir lieu entre les cocffîciens , foit de la propofée , foit 
de ces équations en <i , ^ , c , &c. pour que certaines 
formes conviennent à la propofée , on pourra les trouver 
facilement : & i®.fi on veut que plufieurs équations, 
du cinquième degré par exemple , aient lieu en même- 
tems pour n = y , on fuppofera leurs racines com- 
mcnfurables entre elles , ce qüi fe peut faire fans ré- 
foudre l’équation, i®. Si l’on veut que des équations du 
fécond degré aient lieu avec une du quatrième , pour 
que n = 4 , il faudra que l’équation du quatrième ait 
pour racine la fomme dçs racines de deux équations du 

fécond 
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fécond ; & le refte comme ci-deflîis : & pour avoir 
alors les conditions , on n’aura pas non plus befoin de 
réfoudre l’équarion. 

• Si l’équation différentielle propofée étoit réfolue en 
facteurs linéaires de & dy ^ alors, comme on con- 
noîtroit les radicaux qui entrent dans la compofîtion 
des coefficiens , 8c qu’ils font les mêmes que ceux qui 
entrent dans la compofîtion de ceux de l’intégrale, on 
fauroit immédiatement quelles font , entre toutes ces 
formes , celles qu’on doit choifîr. 

Il paroît au premier coup d’œil , que la méthode ne 
donne aucun réfultat pour le cas le plus (Impie , qui eft 
celui où l’intégrale eft algébrique : car , dans ce cas, 
n peut être 'r , 2 , 3,4, Scc. Mais avec un peu d’at- 
tention , on verra que ce cas fe rappelle de lui -même à 
celui où on auroit dans F r-\- F N -i- (? = 0 , F —\ ^ 
(?=o, &: une équation en dr , telle qu’elle doit être 
pour la valeur de n : Sc il n’y aura plus qu’à repaffer 
des logarithmes aux nombres. On en verra des exemples 
dans l’Art. III. 

II. Je fuppofe maintenant que l’équation propofée eft 
du fécond ordre & de cette forme, 

Adx^-^Bdx^~~'dy-h . . ddy^-h A'dx^-^ -h 

B' dx^ ^ dy H- . . . ddy^~' -H • • . = o , 
dont elle eft fufceptible toutes les fois qu’elle admet 
une folution complctte. On a vu dans l’Article I , que 
fon intégrale pouvoir toujours être fuppoféc une équa- 
Partie 1 . 'G 
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quation algébrique entre 

r = , & 5 = I. a"" , &c. 


ou e 


ou e 


4>x, y, &c. 

9 

b , 5cc. 


& fera par confëqucnt de la forme 


s.-^-rr^" -h 


/^/ • — 1 rr/ <w — 1 , • — I , 

G r -1- H r -4- • • • 5 -+- • • • :;= o : 

& j’aurai auffi les équations 

(i) aV/ -H bVa: -H cVy -h cVr ‘ 4- . . ='o. 


ta</r -H b</x H- c</jy </r -h 

(3)^poiir le premier cas; & 

fndr -\rbdx-\-cdyrdr -t- • • • • ==o 

pour les deux autres ; d , b' , d , &c. a' , b' , c' , &c. 
étant des fonctions dcjf,y,r; & a, A,c, &c. a , 
b , c , &c. de ar , y feulement. Je différencie l’équa- 
tion (t), j’élimine ds avec l’équation (i) , puis s avec 
avec l’équation (i) , & dr avec l’équation (3J , & j’ai 
une équation (4) du premier ordre , où il ne fe trouve 
plus quear, y ^ r, dx ^ dy. Je différencie cette équa- 
tion (4) : j’élimine de cette différence <fravcc l’équa- 
tion (3), & r avec l’équation (4); & j’ai une équation 
différentielle du fécond ordre , qui ne contient plus que 
x,y^ dx ^ dy ^ ddy^ fans ‘fonctions tranfeendantes , 
6c qui doit être de la forme de la propofée : & pour fa- 
tisfaire aux équations (2) , (3) , j aurai des équations en 
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à', X ^ y ^ r i y, X ,y ^ri c\ X ,y, r; bcc. ic en a, 
Xyyib»Xy y; c, x^y i &c. 

Tout cela pofé , fi je veux drefler , pour ce fécond ordre, 
des tables fembiables à celles dont j’ai expofë ci-dc(Tus Ic^ 
principes , je n’aurai qu’à faire i®. o . û», 6', 6 , fucceflivc- 
ment &c. obferver les valeurs de n & P, 

qui naiflènt de chacune de ces fuppofitions , ô£ les cas gé- 
néraux où la valeur de n &. P peut s’abaifler ; ce qui donne 
des conditions générales entre les coefficiens cnx ^y, 

Je mettrai à côté de chaque valeur de n & de P les formes 
que j’aurai vu pouvoir leur convenir , avec les conditions , 
lorfqu’il y en a : & de plus , je mettrai à côté de chaque va- 
leur de 6', ô, dans ces formes , les équations en 4 » , a ^ 
h fC y &CC. y y y y éy ôcc. que j’aurai trouvé leur convenir par 
la même méthode. Il eft aifé de voir que le nombre de ces 
formes ne peut être que fini ; car o & 6' ne peuvent être 
plus grands que n - 4 - i ; de même que le degré de l’équa- 
tion (4) & 6 ne peuvent être plus grands que P. 

, Soie, par exemple , n = O, P = I ; on aura « 
Frr^Gr^^-^ . . s--^ r / . . = 0 , 
yds-\- \îdx -f- cdy -4- ydr-= O , 2.dr -4- hdx - 4 - cdy 
= 0 , ou ^dr-\-r \idx cdy :=.o : & il faudra que 
l’équation (4) foit rdx ->r d'dx \}'dy~Oy 7 ^ Sc b'* 
étant des fonéHons fans radicaux ; Sc on aura les inté- 
grales qui répondent à cette formule , en trouvant , par 
l’Article qui fuit, celles qui répondent à l'équation rdx 
-4- aVjf -4- b^dy = 0 , où il faut obferver que r ne doit 
être qu’au premier degré , & n’avoir pour facteur que dx. 
Ces formes, une fois déterminées , donneront celles de 

G ij; 
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toutes les équations qu’on peut réduire à la forme Addy 
-\-Jidx^-\-Cdxdy->rDdy^=zOy A, B ^ C , D 
contenant des fonctions irrationnelles. En effet elles fe- 
ront les mêmes , excepté que les fonctions qui , pour 
le cas précédent , étoient irrationnelles , pourront , dans 
celui-ci , contenir les mêmes fonctions irrationnelles 
que A ^ B y C t D, 

Si l’équation étoitou pouvoir ètxtAd^y-\-Bd^x-\- 
Cdx'- -\r D dxdy -\^F dy^ = o y la propofée ne pour- 
roit contenir qu’une feule tranfeendante. 

Quelque forme qu’ait la propofée , elle peut avoir 
une intégrale , foit algébrique , foit avec une feule tranf- 
eendante : mais ces cas fe ramènent au cas général ; ôc 
pour lors l’équation fi) cfl Fs -H C = o , E" & G étant 
des conftantes : ôc dans le premier feulement l’équation 
(2) fera rds — dr ■=. o. 

Les intégrales des équations différentielles qui auroient 
une fonction tranfeendante dans leurs coefficiens , fc 
trouvent par cette méthode , obfervant feulement que , 
comme la différentielle de cette fonétion tranfeendante, 
dont on a la valeur , a été éliminée, il faut voir quelles 
formes pouvoir avoir la propofée avant l’élimination ; 
ôc le refte fe fera comme ci-deffus. 

Il eft aifé de voir que les principes que je viens d’ap- 
pliquer aux premier ôc fécond ordres , font généraux pour 
un ordre quelconque. 

A,/» 
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Ar.ticle III. 

Du. degré. Qti peuvent monter les variables x , y , Jbit 
dans les coefficiens des éguations intégrales en r , &c. 
ordonnées par rapport à Jês fonctions tranfcendantes , 
foït dans les coej^iens des équations en a , b , c , Ùc. 

X , y , OM 4 » , X , y ; 

I. Soit l’équation propoféc du premier ordre , & 
n = I ; l’équation difFércnticllc Ç^TTiAdx -^r B dy=:Q^ 
dont l’intégrale ne peut être que Fr -+- F N= o , 

- 4 -(? 

étant l’arbitraire , & r = \.a'"b"c^ , &c. enforte 
qu’on ait a -\-f =o, b = o, c -H'/" = o , &c. ' 
Soit maintenant i®. A Sc B confiant , l’équation 
différentielle propoféc fera yrdx -+■ "Tcdy = o , & je 

pourrai faire a — , Z’ = i , G — o. 

Les a , b , c , &c. ainfi que les tt , ç , &c. font ici des 
nombres , ainfi que dans le rcfle de cet Article , & /> 
efl un paramétré confiant qui conferve l’homogénéité, 
& par conféquent différent du p qui multiplie 1. c, & 
qui efl un nombre. Et comme aucune autre fuppofition 
ne peut donner la propofée, fon intégrale ne peut être 

que 1. -i- Af = o , équation qui , repafïànt 
des logarithmes aux nombres, efl purement .algébrique. 

I Soit 1 °. A ic B du premier degré : l’équation fera 
TT X -+■ -t- vp dx 71 X ^'y -t- dp dy = o , Sc 
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je pourrai faire 

1 ° J — + + (p — o^/T— 

3^ arrrîi^^pîllf , (?= a'ar + Wy -t- cp , F=p, 

40. ^_i£d±!l±^^G=a'jc-+-b'y-hc>,/’=aar 
4 - by H- cp. 

Et comme aucune autre fuppofition ne peut donner 
la forme de la propofée , fon intégrale ne peut être 
qu’une de ces quatre équations 

1 1 4- b*y-hcy»4-epx-Hfpy-t-gp* ^ j\r— ^ 

^ . * 
équation qui , repaiTant des logarithmes aux nombres « 

eft toujours algébrique. 

I. -t- „l ‘‘‘ + Vy±‘'i’ +JV=o, 

P P ^ 

équation qui cft algébrique , lorfque m &c n font ra- 
tionnels. 

„l îi+bz+lî + -H A?=0. 

3 P P 

>«4 i by _ -tç^ + ^^:==o. 

“ P nx -i-by -ir cp 

9! èc b^ peuvent manquer À la fois dans cette équation. 
Soit 3°. j 4 èc B 6.VI fécond degré : la propofée fera 
' 7 rx^-\-^xy-hvy^-^S'px-\-fpy-hvp'-dx 
4 “ tt'x^ 4 “ ^x y 4- i/y *■ 4 ~ S~ p x 4 ~ ipy 4 ~ v p ^ dy — - d j 
& je pourrai faire 

J O ^ ay'-<-b«‘yH-c«y*4-cy’4-fp**4-gpjfyH-hpv’ + 

G = o, ^•=^. 
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.0 ax^ + bxy-^ey^-hepx+fpy+gp- , a' 4 -by+<'x> 

1 . a -, 

C = 0,/’=I. 

3 ». ^ —''JL±yy±}.P ^ a'^+by-Hc> ^ ^_ a''4-bV+c^/> 

G = o,F=u ' ’ ' ’ 

4”. -» = - . :+>“y+‘y‘+^p-+tpy+f<- ^ 

c'p , /■ = ;». 

5 ». a = i£±!^,i=ù±^:+jï^G=^'’x+by 

+ c"r , F=p. 

6 ». a==îi+i>^,i==:i±|i£>,c=»''*4-b'3. 

c'/7 , i^= ax H- bjy< -h c/». 

1^' ^ ^ J y G = a'x *• H- yxy -+- -H e'/» jp 

■+• ^'py -+- g> ‘ 

8“. a=l^l±^P^G = ^>x^-^h^xy^ey^^epx 

-+■ ('py-hg'p'-, F=zpax-\-by-\-cp. 

9 '^ P ^ = — ±±21±ff G = a'a: ^ -4- b'jf^ -j- c'^ » _f. 

H- f'py-\-^p^^ F=zx -\-hy -+- c/>^ 

10®. fl = __±±21 ±ç£» ^ 

-4- b'y H- c/ 7 . 

Et puifqu’aucunc autre fuppofition ne convient à la 
propofée, fon intégrale ne peut être qu’une de ces dix 
équations , 

I. 1. »*’H-bJc*y-4-cJ^’-4-e y! +ipx',jrgpxy+bpj'-^ip'x’^kp'y+ïp^ 

+ -^=0, 


P' 
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équation qui , repaflant des logarithmes aux «nombres, 
cft toujours algébrique. 

J »x'-hbxy^-cy' + ep*+{py-hgp * I a 'jc4-b'y + c> 

-+-A^=o, ^ 

équation aleébrique , lorfque m &C n font rationnels. 
-^-N=o/ 

équation algébrique , lorfque m ^ n y p font rationnels. 

I a»’ -»-b*y + cy* e;»* + fpy-Hpp* _j__ *'* + bV + 

4. OT 1. P» P 

-4-iV = o. 

_ _1 a* + byH-cp , _ 1 a'* 4- b'y -H c> . a"»4-b*y4-c*g 

5. OTi. ^ \-n\. - 

-h iV=o. 

1 a*-f-by-hcp , _ j a'* -f- b'y 4" cV 1 a * +^jHhcj» 

6. ml. !^-lrn 1. -H a, 4 -by 4 -cp. 

-^N = 0 . 

il' & b" peuvent manquer en même-tems. 

I a*4-bv4-cp , a'*' 4- b'*y 4- c'y’ •+■ + f^y K/* • 

7- P -p 

'-H N = o. 

„ 1 ax4-by 4-ep , a'x’ 4 - b'xy 4- c'y * 4- e'px 4- f'py 4* g5^ 

O. mi, h- ■ * — ~ ' 7~~- ' ~= 

P P a K 4- by 4- cp 

“t” JV = O. 

, a*4-bv4-cp , a'x * -4- K'x y 4- r'v * 4- c'gX 4- f'P X + i'P* 

9* ml. 

-V-N=o. 

a', b\ c', e', f ' peuvent manquer en même tems. 
lo. N-=o. 

P a*4-by4-cp 

a" & b'' peuvent manquer en même-tems. 

Soit 


r^a* 
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Soit 4®. A ^ B àù troifîcmc degré , l’éqiiAtion fera 

4** +^x'y-\-uxy'^-^ y^-htpx'-i-ipxy-i-ftpy'-i-tp'x+xp'y-i-'ipp’dx 
-i-f'x'y-i-uxy' •i-jy-^t'px‘-i-np.xy-k-ft'py‘ + f'p'u •+• x'p'y -\r^p'dy 

& je pourrai faire - ~ . 

a X* + b x^y + c^'y' + CX y^ ■+■ f y * ’ , 

+ ZP x‘ -thp' * y+ipxy' -i-kpx’y -h\py' 

1°. a = «^ * • -f-mp'x'-i-np'xy + Ÿp‘y* 

H- qp'y -i-tp^y 

- 

,G=o, 

I. 


% 

ax'+bx'y-i-cxy'‘-i-ey’-i~fpx':^^pxy+ bpy ’+ i/7** + 


2 °. a 

h~il±ïy±Ù., G = F=^'i “ ■ •’ ■ • 

30 . + ^ y _ 

a’x ' -I- Wxy -H eV + e> » + t' p y + pV ‘ (J _ q 1^= I , 


aar’-J-b* 


D* 


>'* 4 -bV + c> 


f = 


Lf^G = o,F=i. 

„ a* + by+cp ! a'x-Hb'y-f-cV a"* -|- b*y -+- 

5 • -p > /» ’ P * 

P 

, a*'-h b*'y-(- c*y ’-+- e v'-H f/>*’-f- er*V + li;»v’+ ip’y-t- k;>’y 

6°. d = — 

= a'jr -b- h'y 

a*‘-Hb*y-l-cy*-f-c/>*-|-fpyH-Rp‘ / a'*+b'y-+-cp 

7 • P ^ » 

G = ;,^x-\-h"y -\-d'p,F==p. 

^ aa:*+ b»y+cy* + e/>«-f-F/>y-|-g />* ^ a V -t- b'v H- c'n 

G = a"jf -t- b'y -+- c"/J f F ■=. a!x ->r b'y -H c/?. 

Partie /. ' H • ‘ 
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O a*-Hbv4-cp ; z'x-hVf-hc'p a** -h b*/ + c*/» 

— ^ — - ,c — ^ f 

& = A xH-by-t-c /J, r — p. 

,qo^ j — a*-t-by-Hc^ ^_ a'«H-b'y + c>^ ç =: 

G = a^";c -h -V- c"> , /"= a x -+- -h c/>. 

7i ^a>»+bxv+ + cy^-4-cM + f/’y + Rr^^ G _ ‘ 

-+- b'xy -h dy ^-\-dpx-k- i'py -+- g>S F=^p'-. 

Iio, G = a'x‘H- 

b> X H- c> ‘ -h e> X H- Cpy -+- g> ‘ ax ^ -h bxy 

H- ^ e/>x H- îpy •+■ g/S 

,,o^ J_a*•^^-bxy-t-cy• +tpx + fpy+_^'^ G = a*X -H 

^ * P‘ f 

h" y -H c*/> , =*a'x H- b|y -h c'/>. 

140. û = tL±iZ±£?^ ^_a->-(-bV-tcV ^ (; _ a''x>- -fi. 

b"x^ -h c"y ^ -+- d'p X -+■ Cpy -+■ ^p F=p'-. 

,50. ^ _ a * + y -H c ^ + b> ^ ^ ^ 

-+- c’.y ^ -hc'/7 X -h f Vy -t- gV ^ * •^=/’ ax-f bj' -hc;?. 
, 6 ., a= "-^'':* -^.i= 7 -*• g = /a:-+ h’xy 

"py -h ax -i- bj' -\-cp. 



u~^JL±y!l±± G = 

> P » 


I». 


,_ .. -b-xy 

P ' P 

c"px-\- Cpy -+- gV *■ » F—zx-\rhy-\-cp, 


dx -f- b^^ H- cp. 

J go_ a= a^-«-_b y_-h cp^ ^ _ a^ +yy _+c > ^ ^ 
•_+. c'*!/? , /* = a"x -t- b'y + c /?. 
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190. a — P ’ ■+“ b'x -+- dxy *• -h 

e'jf J -4- f a: * -+- g> -h \lpy ^ X-\-^p^ y ->r^p\ 

F=^p 

»o». a = G = a'AT5-4-b'A:»y-Hc'a:j^^H- 

c'y J -+- f';? -+- y P xy H- ^'{p^x-\- k>‘ÿ -+- 

P=p^ .^x -^hy -\-Qp. 

^ = a'jf’ -4- -\-cxy'^-\- 

^y^-h('px^-\- ^p xy H- h'py^ ■+■ x -+- Wp^y H- , 
F — P . AX -\- by -h cp*. 

11°. a= — -±^y + cp ^ Q _ b'jc^^ -^c'xy^-Je- 

cy -^f'px^-^ g> -h b'py^ ■+■ \y x -+- k>‘y -h I>» , 
F=izx b y -\- cp^ . 

zy. 'a = — + by -t- , (P = a"a:‘ -h b"'jf^ -h c'y*- -t- 
e>a: -h £> 3 ^ -h g>^ /’=;» . a'a; -4- b'y - 4 - dp. 

240. û==»JL±^L±££, (? = a^xH-b>A:- 4 - 2 y + e>Ar 

- 4 - £*/>y - 4 - g>" , F=i a a: H- by -h c/. a'a: H- b>-h c>. 

M’- . G = a"** + bV -h c>‘ + 

fpx r+- £'>J^ -h F=a';e-4-b'j-4:c>‘, 

Et comme aucune autre fuppofition ne peut donner 
la propofée , l’intégrale ne pourra être qu’une des vingt- 
cinq équations fulvantes. - - . . .. • ^ 

Hij 
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ax’-hbar'y-H c**y* -H cxy^-^fy* 

I, 1 . < ■+■ Ip'x' -hmp‘xy + op‘y* 

+ P/»’* -*-qp'y 

+ rp* 


-p --hiV=o, 

équation qui , rep a(Tant des logarithmes aux nombres , 
eft purement algébrique. 

, ax'-Hbx»y ->-cxy'4-ey’-Hfp*‘4-RPxy-Hh;»;’-hy*xH-k;>'y4-l/>* 

2 • /W 1 • 

+ „l.£i±ÜL±£>-HAr = o, 

équation algébrique , lorfque m Se n font rationnels. 

, »x* -i-hxy + cy’-^cpx + fpy-hgp' 

3. ml. P ^ 

1 aV-f-b'x v-+-e'v’4-e'P* + ^'/’y+'S'p’ ^ AT" ^ 

71 1. ' “> •*’ ^ > 

équation algébrique , lorfque m ÔC « font rationnels. 

1 ax'-i-hxy + cy’ -¥-epx-i-fpy + gp' , _i a'* -t- b'v-H c'p 

4. ml. P - 

^pl i'^±Yy±^ 4- iV= O , 

équation encore algébrique, lorfque m, tt Sep font ra- 
tionnels. 

5. ml. H/2I. J - 

équation algébrique , lorfque m , n y p Se q font ra- 
tionnels. 

, , ax’-^bx• y-^cxy*4-ey'-^fpx^4-gpxY-^•hpv*-^-'P^*-Hy*y+|p* 

6 . fn\. : pi 

a^xH-by4-c> 2V = O. 

F 
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m\ + + 1 aV#Vy-t-c> 

/• • p'- P 

^M"y_±£i_^N=o. - : ___„±J_' 

8 . ml/"*-^b»y + cÿ\- 4 ^ 




» 


a JC -H b'y -I- c P 

a" & b" peuvent manquer en même* tems.. ' -! -"; 

9. 1. » .i ± . t>v . ± - L>; ^n\. + P 1. 

^ P P ‘ P ' ' . 

10. 1. -i- B 1. •t ± V-+ -t- O 1. 

P P ^ P . ■ 

aJlJC_-t*b"'y-+-c> . jy — 

^ a* -+- by -I- cp ^ °* 

II /72 1 » * ' + b xy -H cy* •+■ epx + Fpv -4- gp* ^ 

P‘ 

a' JC* -t- b'jcy -H c'y* + e'px -(- f'py + g'p* 

P‘ 

^ ^ ^ J a JC * -f- b a: y -f- cy ’ -f-~ep y + f p v ->- ^p * 

' [j' ' ' ^ ‘ ‘ 


-hiV= O. 
+ f P y -h ^p * 

-. -+- = O. 


a', b', d'y (!, f' peuvent ‘manquer en 'même-tcrfiy.v 


I a X» + h jcv-l-c y*-hepjc-trfpy-h gp * ^ a"*- -t- ''"v -4- c> 


-+-iV' = o. ^ 

L// 


.J 


a", b^' peuvent manquer en, même -tems. 

,4. ;„i;»JL±±3L±^i-H « J. f/e 

, - P, .. , ^ .1 ;r. .!£ 


a"x* 4- b"xy H- c'y' -♦- e"p Jc 4- f"py -h c'V 


-h iV'= O. 


,5. n 1. ~t -i > . 

a"x*4-b"xy 4 - c'*y^_4- c"p x 4 - f'>y -H gV , _ ay 

P,ax4-by4-c^ h iV — O. 
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P P 

•'V + b"*v’ 4 'c'V-+-e'>* 4 -f>y 4 -EV . *r - J ' 

1 -T- JM = O. 

af', b", c*', c", {"' peuvent manquer en même tems. 

, 7 . „ 1 . i i +by + c,> ^ J 

-H b".ry c *y » H- e > > 4 - f'py + fTp' _i_ A 7 ' 

1 > -4- bjr -t- c/> . a <r b'j’ *4* C'p 

a", b“, c", f" peuvent manquer en même -tems. 

.0 _i a* + byjrl-e;> 1 a'*-f-b'y->-cV . a"'*-Hb*V+c*> 

, 8 . /nl,-r 

-t- N,= O. • 

a'^' & b*^ peuvent manquer en même -tems. 

a'x * -+- b'* *y H- c'xy ' -1- c'y 


*9 


4 - i'p'x + Wp'y 




Vp 


N = O. •' 

ç a'*’ -t-b'jt‘y ■+• e'jcy’ -+• e'y ‘ 

_ _,a*4-by + ep , \ -t-gV*y-»-b>y* 

10. m 1. ' -f H- 4. i> • ar -+- k> *y 

. - C 

7>’ »«.t-b> + cy 

Ç a'x* 4- b'x*y 4- c'*y’ 4- e'y* 

, ,*4.by4;cp . 3 H- fV* '+'g'/'*y-t-h'fy* 

• 1 4- «>*5;+- k'/>*y 


iV'=: 0 . 


II 


/»a« 4 .by +:cf* 


-±Ji 


N = o, 
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a'*' +b'* ’y 4- c'*y’ -t- c'y * 

, ,* + by + e;» . 3 4- f>*’ 4-g'p*y4-b>y*' 

OT I. ^ -4“ 3 4. i>«, 4-k>*y 

C ±Se 1 ^ 


aar^-byH-c/* 


JV=o. 

a', b' c', c', f', g', h', i', k' peuvent manquer. • 

, ajt- 4 -bv-l-cp a'*«*4-b"»y4-c"y*4-e>«4-f>y4-g>* 
13 . OT J. ^ P . a'* 4- b'y 4- c> 

-f- O. 

_ a*4-by4-tf . a*x* 4-b**y 4-c*y*4 -eV*4-P>y 4-g>* 

X4. mi. ^ -t- ^^by + cp.a»H.b>4c> 

“ 3 - iV = O. 

a", b'*, c", e", f* peuvent manquer. 

Ij. ] a*4-by4-cp ^ a"x‘ 4-b*^xy 4-c'V4-e*/»Ae4-fVy4-gV* 

4” = O. 

a", b", c", e", f" peuvent manquer. 


L’on voit aifément de -là comment il faiidroir s’y 
prendre pour déterminer les formes dont cft fufccptiblc 
l’intégrale finie des équations où les variables font d’un 
degré plus élevé. Le produit de tous les ^ , c ne 
peut être en général que d’un degré fupérieur d’une 
unité à celui où montent les variables , & G ne peut 
jamais être d’un degré plus élevé-; & par cppféqueQt 
le nombre de ces formes fera toujours fini. 

II. Soit l’équation du fécond degré de difll^rences , 
& • • Adx^^Bdxdj~<\-~C(ty^^Qk: 

l’intégrale ne pourra être que' d’une- «des trois 'formes 
» fuivantes. ; > 

* .1 * V-.' * * 

« •- -*• . I - . .... ; i.'r. . . ' • 

A \ 

« 
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.. ‘-Fr^‘-\-zF^^r-^FN^z=o-, 

■ ; ■ . '4- G .. -^GN ■ '.. . 

• . • ■' ■ • \ . 7 , .■•... 


r = I. &c. a -h/=o,^H-/'=z= O, &c. 

. ... , ... . ~^.FN = O,- - 

. •■■: " :■ ■. ■' ■.'. '* < -4- (? ' ' ■ ' • - 

■ * \ . 




r == l.'a 

*-b\P , 

Sic. 


' ' . , t. 

k fa 

' -H ga 

-+- /i = 0 , 

fb* -H 

^b -f 

• A'.= 

■ q\’ Scc. 

Mil* a 

* g a 

-i-/l/=^6y 


ib-^_ 


: 0 , Sic. 
* ^ 

car en général 

•* 0 

, dans ce 

cas , au lieu 

d’une 

équation 


-hga^ 

' ‘ h a^~ 

-h i 


* 


,on peut mettre l’équation 




- 


-hga^ 



, Sic. 

0. 


On aura avec cela un nombre aiiiFi inJénni d’éi^iucions 
rationnelles , comme -dans . l’Article précédent ; & il 

faudra que — — hf = ^ — h'J\ Sic. 

3, Fr* -t- iFNr H- FJV* = o; 

■ ‘ -i- G ■ -+- G N 

r . If ‘ 

r = , &c. 

a* ga -4- hf = O , b* g'b Hf* = o , &c. 
& un nombre indéfini d’équations rationnelles , comme 
pour la première forme ; Sc il faudra que 

^ ^ _ hf=: ^ — HJ\ SCC. ' 

Je traiterai chacune de ces formules générales de ma- 
niéré à produire Téquation dilFérenticlle fans r ni 
qui y répond : Sc faifanc dans chacune les quantités F, 

G, 
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G ^ H ^ ficc. f , g y A , ôcc. /'y g' , K y êcc. des dt^rés 
O, I , Z , 3, 4, ôcc. égales ou inégales , produits de 
pluficurs faclears , ou fans faveurs , j’aurai , dans ch.a- 
cune de ces fuppoficions , le degré à.z A y B ^ C. Je 
pourrai par conféquenc drefler des tables , où , faifanc 
llicceirivcmenc A y B y C , des degrés i j t , 5 , 4 , 5 , 
&c. je mettrai à côté de chacune de ces fuppoficions 
celles que j’aurai trouvé pouvoir leur convenir, £c donc 
il eft clair que le nombre cft toujours fini. 

Je dois faire obfcrver ici que tout ce que j’ai die jiif- 
qu’ici dl également vrai pour un nombre quelconque 
de variables , & que pour avoir les formes des inté- 
grales des équations différentielles à trois variables , il 
n’y a qu’.à mettre dans les formules des pages 54 & fuiv. 
des fonétions i crois, variables , fcnnblablcs à celles à 


deux variables qoi s’y. trouvent. Cette remarque me fort 
à réfondre une objection qu’on pourroic me faire. «L’é- 
quation entre deux variables 4 -f- P 

•^x -h ç'y -H U P dy = O cft toujours poffiblé. Pour- 
quoi donc n’ai-jc pas une équation finie encre a:, y\ 
qui foie l’intégrale de cette équation , quelque vàtcux 
qu’aient les cocfHciens , comme cela devroie être ? L*a 
réponfc cft fimple : les formes que donne la méthode 
font également pour un nombre quelconque de varia- 
bles;. 6 c l’équation rcmblabîc pour un nombre .quelcon- 
que de variables n’eft' pas toujours pofliblc V il 'nç fâifc 
doue pas qu’il y. ait unc*fofmc liolquc d.’înéegVaTc 


dép'cndante des’ cocfHcîens. 
Partiel,^'' ' 



\ 
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On poiirroic traiter par la même méthode les équa- 
tions du premier ordre qui contiendroient une fonction 
tranfeendante , & drefler des tables des formes de leurs 
intégrales , puifque , par l’Article précédent , on en 
connoît déjà les formes les plus générales. On pourroit 
au(fi , puifqu’on connoît la différence dr qui a été éli- 
minée , s’affurer de quelle forme pouvoir être la propofée 
avant l’élimination : ôc dès- lors , regardant r comme 
une nouvelle variable , on n’auroit befoin que des ta- 
bles pour les équations à trois variables fans tranfeen- 
dantes. 

Si on avoit à intégrer une équation du premier ordre 
à deux variables , où une des variables feulement eût 
des expofans indéterminés , telle eft celle de Ricati par 
exemple , il eft clair qu’on peut regarder ces expofans 
comme entiers , puifqu’on peut les rendre tels par les 
plus fimples fubftitutions. Alors on fuppofera que l’in- 
tégrale de la propofée eft d’une des formes que don- 
nent les tables pour le plus haut expofant de la variable 
dont les expofans font déterminés , ayant foin de fubfti- 
tuer dans ces formes des puiffanccs indéterminées de 
l’autre variable , au lieu des puiffances déterminées qni 
s’y trouvent , ÔC des coefticiens conftans : ôc on aura 
la forme générale des intégrales de cette équation , qu’il 
faudra déterminer enfuite pour chaque cas particulier. 
Si , au lieu de puiffances indéterminées , on avoit une 
fonéfion quelconque , on fe conduiroit de même. 

Ce que j’ai dit jufqu’ici fuffit , je crois , pour faire 
entendre la généralité de la méthode » ôc la maniéré 


1 
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de l’appliquer aux cas plus compliqués : ainfî je no 
m’étendrai pas davantage. 

Il arrive quelquefois que certaines équations finies ré- 
folvcnc la propofée dont elles donnent des intégrales 
particulières , & ne font pas contenues dans l’intégrale 
générale , quelque valeur qu’on donne aux arbitraires.' 
Cette remarque , qui a été faite par M. Euler , pourroit 
paroître contraire aux principes généraux que j’ai éta- 
blis : & je crois devoir analyfer ce cas , pour ne rien 
laifièr à defirer fur la nature du calcul intégral , & fur 
la généralité de la méthode que je donne ici. 

Soient A , &cc. des fonéfions finies ; B\ &c. des 
fonélions du premier ordre ; C , C, &c. des fonctions 
du fécond , &c. je remarque que ces équations font 
nécellalrement des formes 
AB — O 
AB-\- AdA = o 


^ pour le premier ordre , 


AC^o 

A C Cd A -+- B d^A = O 

CdA = O 
C d A B d'‘B = O 
8c ainfi de fuite. 

Ou , ce qui revient au même , 


pour le fécond: 


A .B = o 


A.B -hA'^ ~o; . 

8c • • • • A . C = O 

A.C-hC.~ -h B^^ — O 
dA.C’—o 

dA.C^ B^^ = o,Uc. lij 
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& CCS équations donnent les folutions particulières 
= o, ou d A O y fans arbitraires. 

Soie maintenant S l’intégrale finie de B = o 


A' 

A-J-=ZOy 


A 


S' l’intégrale du premier ordre de • • • , C = o 

C’-4-C'-~-h^-/ = o, 

S" l’intégrale du premier ordre de • • • C" ~ o 

C-+-^^^ = o. 

tt A 

Je dis que AS = o, A S' = o j dA S" = o font les 
intégrales des propofées. En cfFct , difl'érenciant & fai- 
fant difparoître l’arbitraire qui ne fe trouve que dans 
S y S^y S'y on aura les propofées. 

Cela pofé , je diftingue deux cas : le premier , où la 
propoféc a un faéleur A y ou dA ^ faclcur d’un ordre 
inférieur , que je puis trouver par l’analyfe ordinaire , 
n’a dès lors aucune difficulté : & même lorfquecc facteur 
cfl: fini , la méthode générale s’y applique fans peine. 
II n’en eft pas de même pour les autres cas : l’Algcbrc 
ordinaire n’cfl: d’aucun fecours : 8c comme , pour traiter 
l’équation différentielle , je la fuppofe fous une forme 
rationnelle & entière , on voit aifémenc que l’intégrale 
de A B A'dA = o , par exemple , doit être la même 

que celle de ^ -h A' = o , qui ne contient pokit 
la folution particulière A=o» Si je yeux donc trouver 
toutes les folutions particulières de cette efpece , qui 
ne font pas contenues dans la complettc , je différencie 
l’équation intégrale trouvée, ordonnée enfortc que l’ar- 
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bitraire foie le terme conftaot : la propoféc cft du 

premier ordre, j’aurai toutes les équations particulières, 
en égalant à zéro les fonctions finies par lcrquelles il 
faut multiplier cette dilFércncc , pour qu’elle devienne 
la propofée. Si elle cft du fécond ordre , je répéterai la 
différenciation , en obfcrvant toujours qu’une des arbi- 
traires foit le terme confiant; 6c j’aurai toutes les équa* 
tions particulières, en égalant à zéro les fon fiions finies, 
ou du premier ordre , par Icfquclles il faut multiplier 
cette fécondé différence , pour qu’elle devienne la pro- 
pofée. . - 

ArticleIV. 

Trouver les coefficiens conflans. 

A r R È s avoir trouvé , dans les Articles prccc iens , 
ies différentes formes dont efi fufceptiblc l’intégrale 
d’une équation différentielle d’une forme donnée , il ne 
me refte plus qu’à déterminer , entre ces formes , celle 
qui convient aux cocffîciens donnés de la propofée , âc 
les coefficiens de l’intégrale qui en réfnltent. Pour cela, 
différenciant chaque forme d’intégrale , & la rédui- 
fant à la forme de la propofée , j’aurai une fonction 
qui devra être identiquement la même ; comparant donc 
terme à. terme, j’aurai les coefficiens de l’intégrale, & 
les conditions que chaque fuppofitkîn peut demander 
entre les coefficiens de la propoféc ; & je joindrai dans 
les tables , à côté de chaque forme , & les conditions 
& la valeur des coefficiens. 

Il n’y a aucune forme générale d’équations qui ne 
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puidc avoif une intégrale , puifque le nombre des va- 
riables y eft fuppofé quelconque : les équations de con- 
dition ne tombent donc que fur les cocfficiens : oa 
trouveroit donc toutes ces conditions dans la table. 
Mais cela ne diminue rien de Tutilité des formules gé- 
nérales de la Section précédente ; puifqu’étant pour un 
ordre & un degré quelconques , elles donnent des ré- 
fultats généraux où les tables n’en donnent que de par- 
ticuliers , ôc difpenfent du travail de continuer les tables 
en pure perte , fi on avoit à traiter une équation ab- 
furde qui ne s’y trouvât pas. 

Conclusion. 

Ceux qui auront fuivi l’efprit de cette méthode» 
verront que j’ai réfolu le problème que je m’étois pro- 
pofé dans toute fon étendue. En effet , i®. il n’y a 
aucune équation différentielle à laquelle cette méthode 
ne s’applique : 2®. je donne pour chacune la m.iniere 
de trouver toutes les formes dont l’intégrale eft fufeep- 
tible , & je démontre que le nombre en eft fini. Le 
refte ne dépend donc plus que de l’Algcbre Ordinaire; 
j’intégrerai donc toute équation différentielle qui ne 
fera pas abfurde. 
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SECONDE PARTIE. 

PREMIERE SECTION. 

Des différences finies. 

I. De la nature des différences finies 

J E fuppofc que dans une fonélion donnée ç de x, y, 
&c. X y y ^ &c. deviennent x d'x y y dy y fiCc. 

dyy &CC. étant des quantités finies ; la fonélion (p 
variera auflî & deviendra <p -i- «T(p , «r<p devenant nul lorf- 
qu’on fuppofe «Tx, J'y y &c. == o : ôc j’aurai 
Ç H- J f = <p -+- -+- (p' -f- e^"-\r 4" * ^c. 

cette fuite pouvant être infinie , (p', 4\ 4\ 4"'» 
étant des fonétions des variables & de <Tx , Jy , &c. 
enforte qu’il ne s’y trouve que des puiflTances ration* 
nelles 8c entières de Jx y Jy y &c. & ces différences 
finies étant au premier degré dans 4* fécond dans 
4'i au troifieme dans 4^i 8c ainfi de fuite. Tout cela 
fuit de la nature d’une fonftion quelconque. 

Si je fuppofois maintenant Jx-=.dXyJy — dy y &c. 
^ -4- eT(p deviendroit <p d<p y & la fuite deviendroit 
4 ' donc dans ce exs dp — \4’ Donc en général, 
pour avoir 4 y ü faut prendre la différence infiniment 
petite de 9 , & fubftituer pour dx y dy y &c. d‘x , Jy y 
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Scc. & j’appellerai A(f cette différence aind changée par 
la fubftitution. On trouvera enfin , par des raifonne- 
mens analogues , 'que fi je déûgne par A^(p, A’? , &c. 
les différences fucccnivcs de (p , prifes en fuppofant les 
différences conftantes, àc dans IcfqucUcs on auroitfnb- 
flirué <^x y .Sy y &c. pour Jx , d'y,. &c. j’aurai <p" = 

^ rf fr,.' P-* 

, + J', = , + A , + &c. 

forme générale de la différence finie d’une fonélion 
donnée j qu’on trouve par le calcul différentiel ordi- 
naire. 

Si maintenant i au lieu de ip, fbnébion de Xyjy &c. 
feulement, j’avots à diflFc rencicr une fbncHon de ac,^, &C. 
& de leurs différences finies de différens ordres, faurois 
la différence par la ‘meme métlrodCj'én faifant S'x:=p\ 
&c. J'X^/y ^p'=^'i ficcl 6cc. regardant/» , 
y, &CC. p'y &c. &G. comme de nouvelles variables, 
ôt dans les termes afiècfés de la caraéférHlique A y les 
'J^x -y J'y y 6CC. Sy ; «!'//,'• «T iSde.;- '«ce. comme 
confbmr.\' " -, •' • • ^ "• . ; 

IL l'inté Ration des éqitütions dl^rentîdîes aux 

, - différence s[finies, . _ 

S oïT (p- 3=5 O'-'une é^juAtlOn farrs différences : diffé- 
rerïcianr, 'j’àùrai ^p'i==. cJ V fxTblfitüant dans » pour 
un des coèfficiens ,• fa valeur tirée de réqnation^:3= o., 
j’aurai une équation aux premières différeiKeà 'finies , 
donc finté^ale fera > = o., K où le- coefficient que 

^ «s • 

] ai 


Digitized by Google 


Partie II. S # -c j ï 0 n I.' 75 

j’ai -fait .difparoître fera arl>itr.iirc : ,il eft .clair ,quc 

faifaac ,datvs cette cqq,T<tioo Jy ^4y 

j’aurai la jtnême (équation que fi;, d.'vns V<p:, ^’avois CnblUr 
tué , pour ce même .coefficient , fii -.va.leur cirée ,dc U 
même équation, éc dont rintégraleçft la même. Si donc 
je veux avoir l’intégrale d’une femblable équation , je 
n’aurai qu’à prendre , par la méthode de la première 
Partie , .celle de lléqu.ation aux difFérenccs ordinaires, 
qui y répond , Scque me donne ccttc fubftltiucipn. 

. Si je différencie m.aintcnaat,ce.tte équation du pre- 
mier ordre, 6c que je fubAitue dans tctte différence la 
(Valeur d’un des cocfficiens de <p , qui fc trouve encore 
dans l’équation du premier ordre, car toute autre fup- 
poiieion ne s’accorderoit pas à la fuppofition que je fais 
ici d’une équation produite par une éqn.ation fans dif- 
férences 6c fufccptible d’avoir une intégrale générale , 
j .Tarai une équation du fécond ordre, dont <p = o fera 
1 intégrale , les deux coefficiens qu’on a fait évanouir 
jeftant arbitraires ; ôc faifant dans cette .équation «T a; = 
«fa:,, Sy dy ^ j’aurai la même équation que fi , dans 
•le cas des différences ordinaires , j’avois traité fembla- 
blemcnt la meme équation ^ = o. Mais il cft clair que 
l’intégrale de ccctc dernicre .équation eft la même qne 
•ccllc.de la propoféc. ,PonCj :6cc. Et en^général , .toutes 
des fois qu’une équation aux différences finies admet. une 
folution Complcttc , fon intégrale fera la même que celle 
de 1 équation aux .différences jOrdinaircs qui y .répond j 
,-çar iÇlles prtt les mieoies -variables,» Qtit ,1c même nombre 
r<l arbitraires , ;§C doiyenp âv.oir -.lieu en rmêinc.- terns. , 
Partie 1 1. ‘ K ' 
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Si donc j’ai i intégrer une équation aux différences 
finies , je commencerai par réfoudre les équations aux 
différences ordinaires qui y répondent. Si l’intégrale de 
la propofée admet un nombre d'arbitraires égal , alors 
quelques-unes de ces équations feront les intégrales 
cherchées : finon on les aura en déterminant la valeur 
des arbitraires qui devront être déterminées , ce qui efl: 
facile. J’ai dit quelques - unes ^ pareeque, fi dans la pro- 
pofée les plus hautes différences ne font pas fous une 
forme linéaire , elle n’cft plus une équation fimple , mais 
le produit de pluficurs autres qui peuvent être impofli- 
bles, quoique l’équation aux différences ordinaires, qui 
y répond , foit pofiiblc. 

III. Des équations de condition. 

S I l’équation différentielle aux différences infiniment 
petites , qui répond à une équation aux différences fi- 
nies, n’eft pas poffiblc, il eft clair que celle-ci ne l’eft 
pas non plus : mais de ce que la première a une in- 
tégrale finie, on n’en peut pas conclure que la propofée 
en ait une aufii ; ce qui donne lieu à la recherche de 
nouvelles équations de condition. Il paroît ici que , 
comme il n’en efl: pas des équations aux différences fi- 
nies impoflibles , auxquelles répond une équation aux 
différences infiniment petites qui foit poflible , comme 
d’une équation aux différences ordinaires qui fèroit ab- 
furde , parccquc cette dernière n’eft fufceptiblc d’aucune 
folution , 8c que la première en admet une dans le cas 
particulier des différences infiniment petites , il ne fera 
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pas inutile de clierchcr quelle fera l’intégrale dans ce 
cas ; que cette intégrale une fois trouvée , comme elle 
fera celle de la propofee en général , s’il, y en a une , 
il ne faudra plus que voir fi elle réfout la propofée ; &: 
qu’ainfi toute autre recherche d’équations de< condition 
fera fuperfluc. Cependant on verra que* la folution di- 
recte de .cette queftion , que je vais donner dans les 
trois Problèmes luivans , n’cft pas fans utilité , indé- 
pendamment du mérite analytique de la méthode. 

Problème!.. 

• . ■ . • - ' • / 

^ Trouver les équations de condition qui doivent 
avoir lieu pour qu’une fonction aux différences finies 
d’un ordre quelconque foit la différentielle exaéle d’une 
fonction d’un ordre moins élevé d’une unité. 

' Solution, i®. Je fuppofe la fonéition propofée de 
X y y , icc. & de leurs différences finies ordonnées par 
rapport ces différences , regardant S'^x comme homo- 
gène à J'x’- y X comme homogène à <f‘xJ'^Xy à «Ta: J, 
& ainfi de fuite ;,elle fera néccflàirement de la forme 

y» 

H-r-h r -h T" -h YTy &c.,,.v ■ ■ ' - 

&c. ■ ‘ , ■ _ _ 

V étant une fonction du degré n y V du degré « -h r , 
V* du degré « -J- x , du degré n -h 3 , & ainfi 
de fuite; Y étant 'du degré jr, Y' du degré i» - 4 - i , Y" 
du'dcgté-y ^ X j '-F^ du degré r-+-3 ainfi de' fuite.- 
a®. Il eft évident que fi cette fonétion eft unedif- 

. “ Kij 
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fércnticlle cxasflc , Ton intégrale ne peut être que 

B' ^ B" ôCG. 

-h P 4- P' -h P" H- p'", &c. 

-h &C. 

les B^ B\ B\ B"\ Sec. P, p', p", P^', Sec. Sec. étant 
d’un ordre inférieur d’une unité. Se B du degré n — i , 
B' du degré « , du degré /z -J- i , B'" du degré n 
-t- 1 , Sec. P du degré v — 1 ,• p' du degré v , p" du de- 
gré » -f- I , P du degré r i , Sec. Sec. enforte que 
B B' -^r ->r B’^, Sec. foit l’intégrale de V-h 

-h y*' V" Sec. Se P -H P' 4- P" H- p", &c. l’inté- 
grale de J^-4- K' -h Y" H- Y '"y Sec. Sec. Se la fonétion 


r-+- y Sec. 
-4-r-h r' -h Y'\ Sec. 


- -+“ Sec, 

ne pourra être une difFérenticIle cxacle , que chacune 
de Tes parties ne le foit aufli. 

3 ®. Je fais pour «Tar, Sect S'y , Sec. les fubftitutions 
indiquées ( Art. I.) & j’ai par la fuppofîtion 


Kh- r'-H y\ Sec. — S. B-i-B'-hB'-hB'\Sec. = 
A^-hAdî'-i- ÀB^'y^Sec. . 



A' B 

X . X 


1 .X 

A»B 

I .X. ) 


• 4 - 


a*B^ ~ 

i.x » 
A>S' 

I . X . î * 


&C. 

Sec. 


■ A* B' ‘ a 

'H : y Sec. 


Puis donc que la fonction J^-4- Y' 4* y^ *4 y"y Sec. 
doit avoir cette forme pour être une diflférentielJe exaéle^ 
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j'aurai, comparant terme à terme , 

’ V 


=a5'h- 


A' B 
1 . 1 


1 . X 


A^B 
1.x. j' 
A'5* 


A*B 


l.i. } I ,x. J.4 

6c ainfi de fuite. Ou , ce qui cft la même chofe , 
F = 

F' — B =i£,R 

— -I A^^'— 1 A5.ff = A^ 

F"* B" E — B = iaB"': 

& ainlî de fuite. 


4*^* A , A B' f A B''^ A .ff " font ce que deviennent 
dB , dB' f dB\ dB"'y en fubftituant les différences 
finies aux différences infiniment petites : j’aurai donc 


^=41. 


dB 

dp ^ 


dB . dB 
-di^'-'^-dF^-- 


&CC, 



-+- &CC. 

6c faifànt 

^ F =: E P -+- P q -+- Q r -4- R s -f" S t y &Cr 

d S 

j aurai -j--=zP — d(^ d^ R </î5, &c. 


4| = Q - </i5 + </'5, &c. ■ ■ ; . ; 

& de même pour chaque variable , en fuppolanc to»* 
jours que , pour les dx ^ dp ^ dq ^ &c. </y, dfy dqfy 
&c. on a mis />, î, r, &c. //, /, &c. 
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>.A^^=/.A4f 


-h /a 


dB 

dy 


L I 

dB 

dp 
, dB 


<1^ 


&c. 


N T 


TA 


■/a 


E G 
dB 
dq 
dB 
dq> ■ 


E. A 


5 A 


L. 

dB 

d T 


&c. 


i A } &C. 


J’aurai donc A‘-,ff en valeurs dépendantes de V. 11 en 
fera de même de A’5, ^ &c. & j’aurai pareillement 

A‘^, &c. en f", A^^", &c. en V, V\ V”-, & 
ainll de fuite. 

6®. Cela bien entendu , je fubftituerai ces valeurs 
dans les équations du N®. 3 , & j’aurai des fondions 
données, qui devront être des formes a5, A 5', A^", 
8cc. dB, dB\ dE\ dB'\ &c. après les fubfticu- 
tions : & par conféquent les équations qu’on trouve pour 
ce cas par le Problème III de la Seétion I de la première 
Partie , devront avoir lieu après les mêmes lubftitutions. 

Répétant les mêmes opérations pour la fuite 

Y' ^ Y" ^ T\ Sic. = J'. p + p'-+-p"-i-p*'. Sic. 
fie ainfi de fuite , on aura les équations de condition 
cherchées. 

Remarqi/e, 


On aura donc pour chaque variable une fuite d’é- 
quations identiques : joignant toutes ces équations par 
Je fignç -h , on aura alors autant d’équations en fui- 
tes , que de variables ; Si ces équations donneront le 
meme réfultat que toutes les'précédcnces j parcequ’ellcs 
doivent‘être identiques, fie qu’elles ne le peuvent être, 
que chacun de leurs termes ne foit nul/ enfin ces équa- 
tions de condition, préfentéçs fpus cette forme, ferpne 
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les mêmes qu’on auroic eues pour que 

V " , &c. = A. &c. 


A*J A'B' 




I.l I*X 

Aîj? 

i.x ■ 

A*5' 

I.l.} 

I.X.5 

A*B 

A* P A*P' 

1 . 1 . 3.4 

-hK": 

A’P* 

X.X x,% 

A* P 

1.2 

A^V* 

1.1.3 

1 . 1.5 

A«P 


, ÔCC. 


-H P-+-P'-t-p'-+- P", &c. 

-h • • • • • Sec. 


U r U A Ak A 

¥ _ • T • « ^ 




, Sec. 
Sec. 


ou, ce qui revient au même, 

r-\- r'-h f"". Sec. = J'. B^B'^B "-\-B"\ Sec. 
-4- r-+- F -f- F"' -h I'"', Sec. -h P -h p'-H p"-h p"', Sec. 

-+- ..... Sec. -t- Sec. 

ce qui donne une maniéré de trouver les mêmes for- 
mules des équations de condition , plus abrégée que 
celle du Problème. 


Problème II. 

Trouver les équations de condition qui doivent 
avoir lieu pour qu’une fonébion aux différences finies 
d’un ordre quelconque Toit la difFérenticlle cxaête d’une 
fonélion fans différences. 

Solution. Il eft clair que cette fonûion doit être 
de la forme y-\- V VI V", Scc. Ainfi, quoique 
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la méthode donne des formules pour tout autre cas, 
je me bornerai à confidércr celui-, ci. 

Soit donc V -\-V V'y &c. xjui doit être 

la différentielle exacte d’une fonction fans différences : 
j’aurai d’abord des équations du Problème précédent : 
j’aurai de plus , pour que B B' ^ B" B"\ &c. foie 
une différentielle exacte , des équations femblablcs , qui 
ne contiendront que des différences -j>articllcs de B ^ B' y 
B\ B' 'y &CC, & j’ai les valeiirs.cn quaatités dépendantes 
de y^y Vy V"y V"'y Scc. J’auraî par conféquent des 
équations en B y B' y B" y '.S"', &ic. .pour que l’intégrale 
de B B' B" B‘"y &CC. foie une différentielle 
exacte : je les aurai donc en V"y V'\ &c. 

Continuant donc ainfi jufqu’.^ ce que je fois parvenu 
une équation fans difTércnccs , j’aurai les équations de 
•condition cherchées. 

.R .E M A R Q U E. 

Si l’équation -4- V -h- V‘' ^ V'y ècc. eff une 
différentielle exacte d’une fonction fans différences , il 
fuit des principes de l’Art. Il, que je l’aurai en pre- 
nant l’intégrale de , en y fuppofant les différences 
infiniment petites , ce que je réduis aux quadratures par 
•la ■Remarque f I page a i . ;Mais ’fi {yc ne cherche que 
l’intégrale d’un ordre inférieur.d’une telle fonction , ij’au* 
j-ai aifément , par .le 'Problème;! , i^B.y à.B'.y ù^B"j, LB"'y 
&c. & pour avoir B , B' y B'.y B'" y .&c. >je n’aurai plus 
-befoln que.dÜntégrations rordinaires ,jquc , ipar Jajucmc 
Jlcinarquc , je réduis aux quadratures. -' -, c . r-'l ; ' • !, 

PROBLEME 
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Problème III. 


Trouver les équations de condition qni doivent 
avoir lieu pour que l’équation V V V" V"*y 
Sec. = O ait pour intégrale une équation fans difte- 
rcnces. 

1 °. Je fuppofe que, multipliant ^ 

&c. par ^ -h y4'-+- Sec. A , A\ A\ 

A"\ &c. étant des fonctions de même ordre que 
V\ V'\ V"\ &c, ou d’un ordre inférieur , le produit 
devienne une difFérentielle exacte ; ce qui , par le Pro- 
blème 1 1 , me donne des équations de condition qui 
devront être identiques , & auxquelles je fatisferai tou- 
jours en faifant 


à K 


A A* A , Sec. = , 

n étant l’expofant de l’ordre de l’équation , Sc. K une 
fonction quelconque. 

i®. Mettant les équations de condition fous la forme 
de la Remarque qui fuit le Problème I , il efl: clair 
que ces équations de condition ne contiendront que 
des fonctions de V V V" -h Scc. Sc de A 
-h >4' -h A" -+- A*^, Sec. toujours multipliées les unes 
par les autres r mais lorfquc la propofée eft poITible , 
doit être nul en même-tems que F" -h V* -+- V* 
V"*y Sec. { Problèmes V, VI, VII, première Part.). 
Donc fuppofant nuis les termes multipliés par -+- 
V •+■ V" V\ Sec. le refte de l’équation 'identique 
Partie II. . ^ . - L 
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fera nul par lui -même , ou en même-tems que 
r' + y" ^ y\ &C. = O. 

3 ®. Subftituant enfuite dans toutes ces équations^ 
pour u4 -t- -h -h A'", Scc. Sc fes différences par- 
tielles , leur valeur identique , tirée de l’équation -<4 -4- 

-t- -H &C. = i 11 110 mc 

reftera plus d’inconnues que des différences partielles 
de K. 

4 ®. K étant une fonction finie , il cfl aifé de voir 
que fes différences partielles ne feront prifes que par 
rapport aux différentes variables. Ainfi les équations de 
condition feront des équations données entre K &c les 
variables de l’efpecc de celles que je traiterai dans la. 
Seékion fuivante. Je pourrai , à l’aide de différenciations 
réitérées aux différences infiniment petites , éliminer X 
& fes différences partielles ; & alors j’aurai des équa- 
tions de condition de la nature de celles donc je par- 
lerai ci - defîbus , qui feront toujours en fuites , & qui 
devront être identiques , ou compatibles avec la pro- 
poféc , pour qu’elle foit poffible ; & il ne fera plus quef- 
tion que de les vérifier. C. Q. F. T. 

R E M A R <l U E.. I. 

' * ' V 

S I j’avois à intégrer une équation ^ 

y ^ z=^o ^ 

-4- r-+- r-i- &c. • . 

• ôcc» ... 
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il eft clair que n’ayant non plus dans les équations de 
condition , mifes fous la forme indiquée ci-deffus , que 
des fonctions de la propofée , ou du faébeuf que je fup- 
poferois la rendre la dilFér<înticlle exaéfe d’une fonction 
fans ' différences , on pourroit la traiter de même , Sc 
qu’il n’y auroit aucune difEculté de plus. 

R E M. A R (I U E IL 

La folution fera complette , lorfque les équations 
trouvées par le Problème feront identiques , ou n’au- 
ront pas befo^n , pour être compatibles avec la propo- 
fée , qu’une équation d’un ordre inférieur les réfoire 
en même - tems. 

Remarqz/e III. 

Appliquant aux différences finies les principes 
expliqués dans la Remarque IV , page i6 , j’obfervc 
que , fi &c. 

— 4 » » • • • 

eft une différentielle exaâe , la fonélion 

ô &C. 

ôr"', &c. 

■ I II V • • « • ^ 

(la caraétériftique ô défignant une différence infiniment 
petite quelconque ) en fera line auffi , étant rapportée 
•à la caraélériftique «T: & intégrant par parties , j’aurai 
h formule A A' -\r Aî\ &c. ô x 
H- R ■+■ S “t~ j8* •+* R"! y &c. liy 
rf*: A • 5. ». I- i j 
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qui devra être nulle par elle- même : j’aiu-ai donc né- 
cedairement les équations identiques 

'•A &c. =o, 

B -h &c. = O,' 

.& aind de fuite : & ces équations de condition feront 
les mêmes que celles que me donne pour chaque vat- 
riable la Remarque de la page 78. Si donc on veut 
maintenant que- ( F' -h V V" -h Scc. 

&c. - 


2 défignant ^intégrale prife par rapport ^ux différences 
finies, foit un maximum^ j'aurai de meme 
C ô r-h d d -H ô V'\ &c.) 

2? ar-t- ôr'-i-dr"-+- ôF", &cA=o, • 

& • A-\-A-^A”^ A'\ &c. = O . * 

B^B'^B"-\-B!\ &c. =0 , 


équations qui doivent avoir. lieu entre les variables J 
lorfque la formule propofée fera un maximum ou un 
minimum ; & il faudra que le nombre de ces équatiems 
diminue d’une unité , pour que la queftion foit polîîble. 

Il fuit de ceci & de l’Article II, que , s’il n’y 3 • 
aucune fuppofition particulière , on a pour k fonélion 
aux différences finies les mêmes équations que pour k 
fonélion aux différences infiniment petites qui y répond. 

Ce que j’ai dit ( Remarque IV , page 33 ) étant vrai 
aufiî ici, j’aurai les équations entre les variables pour 
que la foncUon Z , déterminée par une équation au& 


I 
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différences finies , foie un maximum ou un minimum, 
à l’aide des équations de condition que donne le Pro- 
blème III pour l’équation entre Z & les variables , 
de cette équation même: & les obfervations* générales 
^u’on trouve dans cette même Remarque peuvent éga- 
lement s’appliquer ici. 

Comme les éqnations de condition que donne le 
Problème peuvent être difficiles à traiter, je remarque 
I que , fi l’équation aux différences infiniment petites 
qui répond à la propofée eft poffible , je n’ai qu’à l’in- 
tégrer par la méthode de la fécondé Section de la pre- 
mière Partie , & fubflitucr pour les différences partielles 
de Jl, les valeurs que donne cette intégrale : i". que , fî 
elle n’efl: pas poffible « je n’ai qu’à prendre les équations 
fans différences que ce cas donne pour le maximnm , 
& que j’aurai par la même SeéUon , & que ces équa- 
tions la rendant intégrable , lorfque le Problème eft pof- 
lible , ce cas fe réduit alors au précédent ; de façon 
que le nombre total de ces équations , y compris la 
propofée , doit fe réduire à un nombre égal à celui des 
variables. 
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SECONDE SECTION. 

ElTai fur les équations différentielles qui con-, 
tiennent des différences partielles. 

Les équations différentiel les dont je me propôfe de 
traiter ici » font celles dans lefquelles , outre les diffé- 
rences dx , dy y d[ des variables , y , {, fe trouvent 
aufll des différences partielles ^ 
d’une des variables { ; enforte que , foit = Z , ^ 
étant une fonélion de x, y ^ j’aucai une équation formée 
de deux des équations d^ = dZ 

di £Z 

dx dx ’ • 

dy dy ’ 

car deux quelconques donnent néceffairement la troi- 
fîeme ; & ceci étant vrai en général pour un ordre quel- 
‘ conque, il me refiera toujours à intégrer une équation 
entre x ,y , i, dx, dy , d^, , ddx, ddy , ddi, 

d^^ » ^ les autres formules qui 

paroîtroient s’y trouver, peuvent fin être chaflées. Pour' 
m’affurer d’abord fi une telle équation a une intégrale, 
je remarque que , foit la propofée y = o, je pourrai 
fuppofer un faéleur A , tel que AV-=^dB , B étant 
une fonélion différentielle ordinaire d’un ordre de diffé- 
rences moindre d’une unité , Sc que la propofée aura une 
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intégrale de l’ordre inférieur , toutes les fois’que^ pourra 

être fuppofée nulle en même - tems que Mais , 

d d t 

jji , &c. peuvent être regardées comme des fon£tions 

de X , y. Les traitant donc comme telles, j’aurai, par 
la première Scclion de la première Partie, des équations 
de condition qui contiendront de ces difFérences par- 
tielles : elles devront être identiques , ou avoir lieu en 
même - tems que ^ = o j & il n’eft plus queftion que 
de les vérifier. 

Soit , pour donner un exemple de la méthode que 
je propofe ici , l’équation = e ~ : 

elle devient • * d:{ z=.*-^dx -4- ^dyt 


ce qui me donne l’équation de condition 

edjr ddr j'tdr /dr 

77^ = 57^ » 

dj ~*dy 


équation qui devient identique , lorfque , pour ; 

je fubftitue fa valeur ~ prilc de la propofée : d ou il 
fuit que celle-ci admet une folution complettè. 

M’étant affuré par cette méthode , qu’une équation 
propofée a une intégrale , il me refte à la trouver. Je 
ferai ufage pour cela de la méthode que j’ai expofée 
dans la féconde Seélion de la première Partie : mais je 
n’entrerai dans quelque détail pour l’efpece d’équations 
que je confiderc , que fur le nombre & la nature des 
fonélions que peut renfermer l’intégrale de la propofée : 
ce point- étant le plus important, tc celui fur lequel ces 
équations difiTerent le plus des équations ordinaires. 
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Pour cela, foie i®. une équation algébrique entre les 
variables x ^ y t ^ » leurs difFércnccs entières ou par- 
tielles , 6c deux fonéironsr, j, formées comme dans 
l’Art. I, page 38 6c fuivantes. Il eft clair qu’à l’aide de 
la propofée ôc des deux équations difFérentielles que 
j’en tire , je pourrai éliminer r &c s. 

Soit 2''. une équation algébrique encre les mêmes 

variables , 6c / = 1. a" -f- Fçx y y ■, l, F dé- 
fîgnant une fonélion quelconque de (p , fonélion de a:, 
y , J’aurai , en difFérencianc , deux équations fans r, 

dont l'une’ contiendra dm x , y , ? ; l’autre 

font tous deux algébriques , ou ne contiennent que 
des fonétions tranfeendantes qui leur foient faéteurs 

communs , on éliminera ^ à l’aide de ces 

équations , 6c il ne reftera plus qu’une équation algé- 
brique, dont la propofée fera l’intégrale , 6c dont l’ar- 
bicrairC fera la fonéUon F. Mais cela arrive lorfque 
y » î fonâion algébrique de ar, y, que 

je défigne par 4»a;, ou que 

4> * , V , f ./ 

ou e ’ x,y, ï, 

ou 

Donc, 6cc. 

Soit 3®. une équation algébrique entre les mêmes 
variables / 6c / = i.a”‘ 6 ’*ç ^ , 6cc. -t- Fçx^y^ ^ ; 
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j’aurai , en différenciant , deux équations qui contien- 
dront , & /. Donc, éliminant * il 

me reftera une équation algébrique entre les variables, 
& : & (N°. précédent ) j’éliminerai / par une nou- 

velle différenciation. 

Soit 4**. une équation algébrique entre les mêmes va- 
riables , & r = 1. AT, J', AT, y, J ; 

j’aurai , en différenciant, deux équations, à l’aide drf- 
quelles je ferai difparoître une des fondions Z’ ou F'; 
& une fécondé différenciation fera difparoître l’autre. 

Soit J®, enfin une équation algébrique, toujours des 
mêmes variables , & de 


s'= -f- /■'<?' a:, y, 7,/ 

r=l. a'"^”c^-+-/’ipA:,^, J. 

Une différenciation éliminera s': 6c comme ^ 

le trouvera alors dans l’équation avec r, il faudra une 
fécondé différenciation pour faire évanouir cette fonc- 
tion , & une troi(jcme pour faire évanouir /. 

Si l’on avoir eu une équation qui contînt t', r, il 
aurait fallu une différenciation pour faire évanouir /; 
deux , par le N®, précédent , pour faire évanouir s'; 
6c comme après on a /, d^r\ il en faudroit 

quatre pour faire évanouir /. 

Ces principes , qu’il fuffit d’expofer , étant bien en- 
tendus , on trouvera fans difficulté les différentes formes 
d’intégrales qui répondent à une équation différentielle, 
Partfe II. M 
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5>o Du Calcul intégral. 

Ainfî , 1°. une (fquntion dilTércncicIlp du premier 
orJre aur.i pour intégrale une équation algébrique entre 
^ i y i K i ^ ^ é|/w<iz/0'2 algébrique entre x ^ 

y y -Se / = l.a'" b" c'’ F<px,y^ j , l’arbitraire 
étant la fomflion F. 

1®. Une équation du fécond ordre aura pour inté- 
grale une équation algébrique entre x, y ^ r^ s &c. 
CCS fonctions tranfcend.mtcs étant au nombre de qua- 
tre : ou une équation algébrique entre x^y^iyf^Sy 

& &c. J., ly r, 5 ; 

& une des arbitraires fera la fonction F" : ou une équa- 
tion algébrique entre JC, J, / = 1 . , &c. -f- 

Fpx^y^ Se s' ; Se la fonction inféra une des arbi- 
traires : ou enfin une équation algébrique entre Xy y y , 

Sec. Se ^ — \.a”'b”c^ySec.,-\- F tpx, y y i -+- F'(pXy 
yy^y les fonctions F Se F' étant les arbitraires. 

3®. Une équation du troificme ordre aura pour in- 
tégrale une équation algébrique entre ar, ^ 

ces fonctions étant au nombre de fij : ou une équation 
algébrique entre Xy y , r, s y Sec. ces fonctions étant 

au nombre de quatre. Se/— l.a"" b""’^ , Sec, 

-h F'^* X yy yt^yT y S y Sic. OU uue équation algébrique 

entre , y» ? , ^ , s y é = l. a""* c"^ , Sec. H- F" <pXy 

y> îi '■» une fonction logarithmique de jc, y, 

J, r, 5, f': ou une équation algébrique entre x ,y, 

TySy l.a'""V"V^",.&c . lyTyS 
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•+• F'" (p" X ,jy, ? , r ^ s : ou une équation algébrique 
entre , y , ? , / = I. &c. -+■ Ftpx ^ y» ? » 

s' Se t': ou une équation algébrique entre x ^ y ^ ^ , r = 

I. <2"*^ 6 cc. F <px ^ y ^ l <P X y y y ^ s : 
ou une équation algébrique entre x ,jy, \ , /= 1 . a ^ b" y 

&c. - 4 - F<px y ^ & 5'= 1 . û"" c^, &c. H- F' <pXy 

y , I y r ou enfin une équation algébrique entre x y y y 

ly & / = I. tcc.-^ F <px yyyi-\- F' (p X yyy I 

^F"fxyyy^. 

Et il en fera de même pour les ordres plus élevés , 
les fonélions F y F' y F" y &c. étant toujours arbitraires: 
& il y aura de plus autant de confiantes d’arbitraires, 
que de foneVions r, s y ôcc. 6 c le terme confiant de ip 
le fera toujours. 

Si , au lieu d’une équation entre trois variables x , 
y , ^ , j’avois à intégrer une équation entre quatre va- 
riables Xy y y \y U y chaque difFérenciation me donne- 
roit trois équations , au lieu de deux que j’avois lorfque 
l’équation étoit à deux variables : d’où l’on voit qu’il 
me feroit facile de déterminer pour ce cas les différentes 
fonélions, foit tranfeendantes , foit arbitraires, qui peu» 
vent entrer dans l’intéiïi ale. ’ 

a ■■ • t 

Si j’avois aufTi à intégrer une équation dans laquelle,- 
outre les difFércnces partielles de j en a: , , &c, il 

fe trouveroit des différences partielles de a: en \ y y y 
&c. de y en I", x y &c. il efl clair que le raifonnement 
que j’'ai fait (page 76) au’fujct' des équations de con- 

Mij 
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dicion , s’y appliqueroit , & que chaque différenciation 
donncroic un nombre d’équations égal au quarré du nom' 
bre des variables diminué de l’unité ; & qu’ainfi on par- 
viendroic , à l’aide des mêmes principes que ci-delTus» 
à déterminer les formes que peut avoir l'intégrale. 

Je ne m’étendrai pas davantage fur ces équations, 
quelqu’intéicfrante qu’en puifle être la théorie ; & je 
me contenterai de joindre ici une remarque fur la na- 
ture des fonélions arbitraires 6cc. Suppofant donc 

l'équation à trois variables : je dis que , différencier 
une fonction , n’efl autre chofe qu’y fubftituer , pour 
^ t y y ? > y y ^y » ? » Sc retrancher la 

fontlion clic -même de ce qu’elle devient par cette fub- 
ftitution. Donnant donc cette fignification à la carac- 
tériftique d , je remarque que fi , au Heu de fuppofer 
que F devienne F dF y je fuppofe que F devienne 
F' dF'y F' étant une autre fon<ftion , c’eft-à-dire , ce 
que devient pour cette valeur des variables , j’aurai, au 
lieu de dFy F' — F-\-dF ; & qu’ainfi je ne pourrai faire 
difparoître F y que F ' — F ne foit nul; ce qui ne de- 
mande point que la fonélion F' (oit la même que la 
fonction F y mais feulement qu’elle lui fbit égale pour 
cette valeur particulière des variables. Si l’équation ell 
fuppofée du fécond ordre , j’aurai d^ F— F ** — xF' 

F 1 dF" — xdF' -h d'- F* : & pour que la fon£Uon 
F puifTè être éliminée , il faut feulement que , pour la 
valeur particulière des variables , F" -i- x F* F te. 
dF" — dF' foienc nuis : ôc ainfi de fuite. Si donc oa 


PartieII. SectionII. 93 
a une courbe donc l’abciflè foie ce qu’on voudra , Sc 
l’ordonnée Fÿ elle devra , pour le premier ordre , être 
telle qu’il n’y ait pas de faut dans fon cours , c’eft-à-dire, 
être continue ou formée de parties de courbes continues 
qui fe coupent : il faudra pour le fécond , que les diffé- 
rentes courbes donc elle feroit compoféc , fc touchent ; 
qu’elles fc touchent à un point d’inflexion pour le 
troificme, à un point de ferpentement pour le quatrième , 
& ainfl de fuite , mais en fuppofant toujours que l’in- 
tégrale , pour cet ordre , foie auffi compliquée qu’elle 
peut l’être ; car il eft clair que fi l’équation pouvoic avoir 
une intégrale algébrique fans F d’un ordre inférieur , 
les conditions doivent être pour cet ordre. Et fi on avoic 
une équation à quatre variables du premier ordre , par 
exemple , & qu’elle ne contînt qu’une fonéfion arbitraire 
il arriveroic qu’il n’y auroit aucune condition que 
..$F ne feroient affujettis à aucune loi. 

Conclusion g e' ne' râle. 

L A méthode d’intégrer , que je donne dans cet Ou- 
vrage , joint au mérite d’être dire£fe , celui de la plus 
grande généralité qui en eft une fuite. Mais le défaut 
d’exiger beaucoup de calcul & de travail , aufli long- 
tems fur -tout qu’il n’y aura pas de tables d’intégrales 
toutes dreffées , fait que jufqucs-là elle ne peut guère 
être d’ufage , que pour les cas qui ont échappé aux 
méthodes particulières. La conftrudion de ces tables , 
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5?4 DuCaLCUL INTEGRAL. 
poiilTccs meme a(Tcz loin , exigeroie plus de connoif- 
fanccs que celle des tables des logarithmes, mais moins 
de travail; feroit incomparablement plus utile, feroit 
infiniment plus d’honneur à ceux qui cxccuteroicnt ce 
projet , dont les difiîcultés ne font pas purement nié- 
chaniques , comme l’étoient celles de la conllruction 
des tables de logarithmes. 

O 


FIN. 
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APPROBATION. 

• J’ai lu , par l’ordre de Monfeipeur le Vice - Chancelier , 6c ap- 
prouvé un Ouvrage qui a pour titre ^ Du Calcul Inu^ral. A Pans , 
ce }o Mai i7<>5. 

LA CHAPELLE, 

Mcmbic de la Soc. Koy. de Londres. 
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Page 3 , ligne 3, IcSj ces. 

Page 17, ligne 7, mettez N\ 

Page 2 3 , ligne 6 ^ d A ^ mettez d V. 

Page 30 , ligne 5 , pd P ^ mettez p'dP'. 

Idem , ligne ^ , pdP\ mettez p'd P'. 

Page 3 I y ligne 12, dA^ mettez dA. 

Page 33 , ligne 25 , Remarque VI , lif. Rem. IV, 

Page 40, ligne 15 , mettez c****’^’ 

Page 64, ligne 13, , mettez if'-a^~ 

Page 73 , ligne 13 , fuppofition , UJe^ fiibftitution.' 
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DU 

PROBLEME 

DES 

TROIS CORPS, 

Par M. le Marquis DE CoNDORCET. 


Ut omnia candide legantur , & defedus in materia tàm difEcili non 
tim reprehendantur , quàm novis ledorum conatibus inveftigentur j & 
benignè fuppleantur , enixc rogo. Newton, in fine P rtf adonis principio 
appojiu. 
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PRIVILEGE DU ROI. 

ouïs, par la grâce de Dieu , Roi de France 8c de Navarre : A nos am^s te 
füauz Confcillers, les Gens tenant nos Cours de rarlement , Maîtres des Requetet 
ordinaires de notre Hôtel , Crand-Confeil , Prévôt de Paris, Baillils, S^ndchaux , 
leurs Lieutenant Civils , 8c autres nos JuAiciers qu'il appatiierdra, Salvt. Nos 
bien amés i.ss Membres i>e l'Academie Royale des Sciences de notre bonne 
ville de Paris, nous ont fait expofet qu'ils auroientbefoin de nos Lettresde Privilège 
pour l'imprclTion de lents Ouvrages : A cfs causes , voulant favorablement trai- 
ter les Expofans , Nous leur avons permis 8c permettons par ces Préfentes de iâire 
imprimer par tel Imprimeur qu'ils voudront choilir , toutes les Recherches ou Ob- 
fervarions jouiDalietcs , ou Relations annuelles de tout cc qui aura étf fait dans 
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Ic5 AflcmM^cs (le laJite Académie Royale des Sciences, les Ouvrages, Mémoires 
ou Traicés de chacun des l'atticulicrs qui la compofcnc , & généralement tout ce 
que ladite Académie voudra faire paroitrc , après avoir fait examiner Icfdits Ou» 
vrages, & ju^é qu’ils font dignes ds l'impreffion, en tels volumes, forme , marge , 
caraéfcrcs , conjointement ou féparcmcnt, & autant de fois que bon leur fcmble- 
ra , & de les faire vendre & débiter par tout notre Royaume , pendant le tems de 
vingt années conféciuives , à compter du jour de la date des Préfentes ; fans tou» 
tcfois qu'à l'occalîon des Ouvrages ci dcllus fpccifiés , il en puilTe être imprimé 
d’autres qui ne foient pas de ladite Académie : Faifons défenles à tomes fortes de 
perfonnes, de quelque qualité Sc condition qu’elles foient , d'en introduire d’im- 
prelfion étrangère dans aucun lieu de notre obéilfance ; comme aiilTi à tous Libraires 
& Imprimeurs d'imprimer ou faire imprimer , vendre, faite vendre, & débiter 
Icfdlis Ouvrages , en routoi en pairie, & d'en faire aucunes tradiiéfions ou ex- 
traits, fous quelque prétexte que ce puilTc être , fans la pcrmilTion cxpre(rc& par 
écrit dcfdits Éxpofans , ou de ceux qui auront droit d’eux , à peine de canfifeation 
des Exemplaires contrefaits, de trois mille livres d'amende contre chacun des con- 
ttevenans , dont un tiers à Nous , un tiers à l'Hôtcl-Dicu de Pans , & l'autre tiers 
aiiidits Expofans , ou à celui qui aura droit d’eux , & de tous dépens , dommages 
& intérêts ; à la charge que ces Préfentes feront enregift rées tout au long fur le 
Rcgiftre de la Communauté des Libraires 8c Imprimeurs de Paris , dans trois mois 
dada date d’icellcs ; que l'imprclfion dcfdits Ouvrages fera faite dans notre Royau- 
BTr, Sc non ailleurs, en bon papier & beaux caraàercs , conformément aux Ré- 
^Icmcns de la Librairie ; qu’avant de les cipofcr en vente , les Manuferirs ou 
Imprimés qui auront fervi de copie à l’imprclfion dcfdits Ouvrages feront remis 
CS mains de notre très cher Sc féal Chevalier le ficur d'Acuisseau , Chancelier de 
France , Commandeur de nos Ordres ; Sc qu’il en fera enfuite remis deux Exem- 
plaiics dans notre Bibliothcquc publique ; un en celle de notre Château du Louvre , 
Sc un en ccl'e de notredit très cher Sc féal Chevalier le lîeur d’Aguesseau, Chan- 
celier de France , le tout à peine de nullité des Préfentes : du contenu defqueiles 
vous mandons Sc enjoignons de faire jouir Icfdits Expofans Sc leurs ayant caule 
pleinement Sc paifiblcment , fans fouffrir qu'il leur foit fait aucun rroublc ou em- 
pêchement. Voulons que la Copie desPréfenres , qui fera imprimée tout au long 
au commencement ou à la hn dcfdits Ouvrages, foit tenue pour duement figniliéc, 
Sc qu'aux copies collationnées par l'un de nos amés , féaux Coiifcillcrs Sc Secré- 
taires , foi foit ajoutée comme à l’Original. Commandons au premier notre Huif- 
fier ou .Sergent fur ce requis, de faire pour l'exécution d'icclles , tous aébes requis 
8c nécefTiires , fans demander autre permifTion, Sc nonobIfant'Clameurdc Haro^ 
Charte Normande , Sc Letti es à ce contraires : Car tel ell notre plailir. Donne 
à Paris le dix-neuvicme jour du mois de Février , l'an de grâce mil fept cent cin> 
quantc, Sç de notre Kcgnc le trcnte-cinquicmc. Par le Roi en fon Confcil. MOL. 

Regifiré fur le Regijlre XII de la Chambre Royale O Sindicale des Libraires £• 
Imprimeurs de Pans , éV». 4jo, Fol. jop , conformement au Règlement de 171J, 
fui fait déftnfes , art. 4 , à toutes perjonnes , de quelque qualité 6 r condition 
qu’elles (oient , autres ^ue les Libraires & Imprimeurs, de vendre , débiter 6* 
faire afficher aucuns Livres pour les vendre , foit qu'ils s’en difent les Auteurs, 
ou autrement ; à ta charge de fournir à la fufdite Chambre huit Exemplaires de cha- 
cun , prefcrils far tari. loi du même Règlement. A Parisle 5 Juin 1750. 

Signé , LE GRAS, Syndic. 
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PREMIER MEMOIRE. 

/ , 

ANALYSE 

D’UNE MÉTHODE GÉNÉRALE 

DE RESOUDRE 

LE PROBLÈME DES TROIS CORPS; 

Leur majfe étant Juppofée réunie en un point 
fans étendue. 


Ij e PROBLêME des Trois Corps , fur lequel je vais 
donner ici quelques vues, eft un des plus célébrés que 
les Géomètres fe foient propofés dans ce fiecle. Nevron 
fit mouvoir dans les cllipfes de Képlcr , les planètes 
lancées dans le vuidc ôc animées d’une force de gra- 
vitation. Il calcula dans des paraboles , les orbites el- 
liptiques & prcfquc infiniment allongées des cometes. 
La Lune , le Satellite de notre globe , attirée en même'>- 
tems par le Soleil & par la Terre, fc mouvoir dans une 
courbe irrégulière qui avoir échappé à toutes les hypo- 
thefes & à toutes les râbles drclTées d’après les obfcr- 
vations. Les cometes écoienc troublées dans leur cours 

‘ ‘ A 
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par l’approche de quelques-unes de nos planètes. Ceft 
à ces 'queftions que s’arrêta Nc\rton ; c’eft d’après le 
réfultat du calcul , comparé à ce que donnent les ob- 
fervations, que les Difciples de ce grand homme doi- 
vent, ou mettre la derniere main à Ton fyftême, ou en 
renvciTcr l’édifice hardi. 

Trois corps mus dans rcfpace d’un mouvement uni- 
forme , s’attirent réciproquement en raifon dircéte de 
leurs malles, & inverfe du quarré de leurs diftances. 
Quel en cft le mouvement? Voilà le problème' général 
qu’il faut réfoudre. 

' La malTc du Soleil eft énorme par rapport à celles de 
la Terre êc de la Lune : cet aftre eft à peine ébranlé 
par leur attraélion fur lui ; & on peut , dans ce cas 
particulier, n’y avoir aucun égard. La queftion fc réduit 
donc déjà à trouver le mouvement de deux corps qui 
s’attirent mutuellement, ôc font en même-tems attirés 
vers un point fixe. 

On fait de plus quelle efl: la courbe du mouvement 
fenfible de la Terre ; & cette connoilTancc réduit le 
problème, dans ce cas particulier, à trouver le mou- 
vement d’un corps attiré vers un point fixe , & encore 
par un autre corps dont le mouvement cft donné. 

Ces problèmes ont néceftairemenc deux parties. Leur 
nature ne nous permettant point d’en avoir les équa- 
tions , fans qu’il y entre des différentielles ; il faut , après 
avoir trouvé ces équations, en chercher l’intégrale, ou 
du moins les mettre fous une forme à laquelle les mé- 
thodes connues s’appliquent facilement. Je donnerai pour 
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l’une 8c l’autre parties, des méthodes également utiles 
pour un nombre de corps quelconque, 8c qui, à raefure 
que le nombre des corps augmenteroit , exigeroienc feu- 
lement de plus longs calculs , mais ne renfcrmeroicnc* 
pas de nouvelles difficultés. 

PREMIERE PARTIE DU PROBLÈME. 

Tr.ouver. les équations différentielles du mouvement 
de chacun des corps d’un fyftêmc quelconque , en fup- 
pofant que chacun de ces corpç foit animé de certaines 
forces , 8c qu’il y ait entr’eux une attraélion mutuelle. 

Solution. Soient ces corps Af, M\ M" . . . que 
JVf, M\ M". . . en défignent auflî les malles , 8c que , 
d’un point fixe dans l’cfpacc, trois coordonnées rectan- 
gles déterminent la courbe du mouvement de chacun 
de CCS corps. Soient ces coordonnées x , pour le 

corps Mi x\ y' y pour le corps Ai; x'\ y\ pour 

le corps Ai".* . . P , Q , iî , les forces du corps Ai dans 
les dircétions de x , y, ^ ; P\ QV » celles de Ai'; 
P \ celles de Ai". . . Soient les dillances entre 

le corps M 8c les corps Ai', Ai". .. f ... \a dif- 

tances entre Ai' 8c Ai". . . £. . . enforte que 

f =y x—x’’’ y* -t- î — t ', . ‘ 

+ & 

P, P, . . les forces d’attraétion entre Ai 8c Ai', Ai". . . 

. . les forces d’attraction entre Ai' 8c Ai". . . Soient, 

Aij 
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• # 

enfin u , u', ù' . . . les vîtefTès des corps A/, M\ M". . , 
ds — '^dx^-\-dy‘^-\-dŸ'y ds'z=.^dx'^-\-dy^-^d:('-y 
ds" —y/dx!'^ -\-d y" ^-\-df . . les cfpaces parcourus 

par CCS mêmes corps, Sc dt rélément du cems, cjue je 
fuppofe confiant. 

Je fuppofe qu’au lieu de parcourir les cfpaces ds, ds , 
ds". . . les corps parcourent les cfpaces ds, di, ds . . . 
à caufe d’un changement quelconque dans les forces 
(les différentielles aficclëesde la caraifiériftique d étant 
abfolumcnt indépendantes de celles qui font afi’eclécs de 
la caraélérifiique ordinaire); la fomme des forces nécef- 
faires pour opérer ce changement dans le fyfieme, fera 

1^1, P <Xx — dx -I- Q — dy H- d f — d'^ -H 
Jvl' . P' d x' — dx' Q' d^' — dy' H- R' d -h 

M". <^x" -h Q" d y— dÿ" -h 

MMFdf-df- . . MM'Fdf ^ df‘ . • -K 
M'M"F,df^ — dj], . . & par conféquent la fomme de 
toutes les forces du fyftême fera dans l’hypothefe ' 

J' M. P àx-\hQ^ à y -t- ü d { -H M.P'à x'-\- Q'dy -+- R'à ^ 

-+- M'.~Fd x' -H Q'ày"-h R"à f- • • H- MMFd f -h 
M M"F'df' •••-+- M'M'F^df- • • le figne d’intégra- 
tion f fe rapportant à la carackériftique d. Multipliant 
par élément du tems, j’aurai la quantité d’aébion 
qui, dans l’hypotbefc, s’exercera dans le fyftême. Mais» 
dans les mêmes fuppofitions, cette quantité d’aékipn eft 
auffi/ ATtt</ds -+- Mudds' -t-, M'u"dds'. . . & ces 
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deux cxprcfllons doivent être identiques entre elles. 
Donc f Mudàs H- M'udàs' -h M'udà.i' • • • — 

dt — iW'.P'dx'-i- dt 

— M". F'dx"-^ q\iy"-h RW f. dt MMTd /. dt 

^ M M'Fdf.dt . . . —MM"f,df^.dt ... = 0 . 
Je mets dans cette équation , pour dds^ fa valeur 
-, pour edi, la valeur 

d X*. d d x' -i- dy' . ddy' + d d j 1 1/ C I 

—ji ^ i pour edi , fa valeur 

dx".dix"-hdY".ddy"-y-dt".ddi" ... . r 

-j^r- ^ J intégré par partie , cnlorte 

qu’il me refte fous le ligne une fonebion qui ne foie 
plus fiifceptibic de réduction; 6c j’ai, i®. un terme hors 
du ligne, qui fera nul de lui -meme, ou le deviendra 
en vertu de fuppolitions convenables, félon que la tra- 
jeétoirc fera alTujcttic à palier par certains points , ou 
à d’autres fuppolitions; i°. une fondtion fous le ligne, 
qui fera aulTi égale k zéro ; ce qui me donnera 


f M d. ^ -+- MPdt -h FMM ~ dt 
FMM'"^ dt . . . dar. 

W- M d. -h M(ldt -\- FMM ^ 7T^ 

FMM'y-^dt . . . dy. ■ ’ 

H- M d. -h MR dt H- F MM dTZ 

FMM'^-^dTTT. dî. . ■ 
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4- M'^. ^ -4- MFdt — F MM dt + 
F^MM'^'dt . . . dx\ 

-4^ M d. ^ -4- Mqdt — FMM dt -h 
F^MM'^-^dt . . . dy. 

H- Md. ^ -4- MiîVf — FMM -4- 

F,MM'<^dt . . . A(. 

-4- jWV. -4- M'F'dt — FMM" ^r-— 

di J 

F^MM^^dt . . . dx". 

-4- M'd. ^ -4- M'Q'dt — FMM' y~=p^ dt — 
F,MM'f-^dt . . . dy. 

-4- M'd. ^ H- M'F'dt — FMM" ^ dt 

. . . df. 

Mais cette équation doit avoir lieu , quels que foienc 
les dXj^ dy, d;f, ôcc. Donc, égalant à zéro chacun de 
leurs, cocfficicns, j’aurai perpétuellement entre les coor- 
données & les vîtefles , les équations fuivantes , qui 
feront pour chaque corps au nombre de trois. 
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+ MPdt H- FMM^^dt -4- 

dt f 

dt ... = 0. 

i«. M d.^ -+- M(ldt -4- FMM'^^dt -4- 

FMM'^-^dt ... = 0 . 

,e. M d. ^ MR dt-\- F MM' dt -4-' 

' as f 

FMM"^-^dt • • • =zo. 

.c, Md.^ 4- MFdt — FMM' ^dt -4- 

T •as* f ‘ 

F^M'M'"^dt ... = 0 . 

Jf 

3'. A/V. H- M'qdt — FMM'^dt -4H 

F^M'M"^^=^dt . . . = o. 

. // 

6'. M'd.-^4~ -h AT'iîVr — FMM'^-=^dt -h 

i^,Af'Af"î^'^r . . . = o. 

Si 

‘ ^v, ^ Af'TVr — FMM"^-^ dt — 

FM'M'^^dt . . . = o. 

Jf 

8«. M"d.a^ + Af"QVr — FMM'^^dt — 

F^MM"^-^ . . . = O. 

Jf 

pc. A/'W. ^ -4- Af'OTr — FAfAf' 1:^' Jr — 
dt . . . = 0 . Equations qui fuffiront 
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dans tous les cas, pour avoir le mouvement de chacun 

des corps. C. Q. F. T. 

Remarque I. 

« 

S’il y avoir entre les coordonnées une ou pluficurs 
équations données , indépendantes de celles du problème, 
on fubftitucra dans le terme qui rede fous le ligne , la 
valeur d’une ou de plufieurs des différentielles affectées 
du figne d , tirée de ces équations ; on égalera à zéro 
Je coefficient de chacune de celles qui relient : & ces 
équations , jointes aux équations données , ferviront à 
réfoudre Je problème. 

Remarque II. 

Puisque le coefficient de chacune des différentielles 
affectées de la caraélériftique d eft nul, il eft clair qu’en 
mettant dans la fonction fous Je ligne, dx \ la place 
de dx. Se ainlî de fuite, on aura une fonction qui fera 
auffi égale à zéro. Développant enfuite tous ces termes, 
puis réduifant, & fubfticuant ."77 valeur du, 
on aura 

Mudu-\^'M'ddù->rM"il'dd' +M Pdx-\-qdy-^Rdi 
Fdx'-^ qdy'-^~Rj^'-^M". P'dx"-^ QV/H- 

-\-MM'Fdf-\-MM"Fdf \-M'M"F,df]> • .=o: 

équation qui eft la même que celle que donne le principe 
des forces" vives , 6 c qui renferme ce principe. 

Remarque III. . 

Toutes les fois que le mouvement eft poffibic, la 

fonction 
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fondion égalée ci - dcffùs à zéro peut être regardée 
comme intégrable; mais dans ce cas j’ai A/ud« -H 

NV u^iî -4- M'iî du'’ • -4- A/. Pd X Q d_y -+- Rd:^ -H 
A/'. /^'dar'-hQ'dy-4-/{'d/-+-A/". P"dx"-]- Q"dy"-\-R"df • • 
-4- MM'Fdf-h MM'Fd / • • -f- M'M"F,df ’ . = o. 
Donc, comparant cette équation avec celle du problème , 
j’aurai / M udds-if M ududt-^ M'u'dds M'u'du'dt 

H- M"U'dd h" -4- M"ud d'dt • • • = o. Donc , mettant 
pour a, a', a"* • leurs valeurs —, ' • j’aurai 

fMudds -4- Mdsdu -4- M'u'dds' -4--AT ^/da'.-4- 
M"u'dd i" M"d j''d u"’ • = o ; réduifant , /"d. A<f uds 
-4- M'u'ds' -4- M'd'ds "’ . = o , ou d.fMu ds -4- MUdd 
.-4- M"u"ds" . . = o. Donc fMuds-\- M'u'ds' -4- 
M"uds ". . efl: un minimum. Donc le principe de la moindre 
a£lion a lieu toutes les fois que le mouvement eft poûiblc , 
mais ne peut être employé pour trouver les équations du 
problème, que.lorfquc la formule ci-dc(Tus efl: immédia- 
tement intégrable. Cela a été aufli remarqué par M. dç 
la Grange. y 

SECOÏ^DE PARTIE DU PROBLÈME. 

Pour avoir les équations du premier cas du problème , 
il efl: aifé de voir qu’il n’y a qu’à faire , dans les neuf 
équations ci - deflfus » P, Q , P » Q', P"» Q", 

égaux à zéro, &: F = jr y F' jr. y F^ — -p. Je fais 

r • , , ' • ds , ds' ds" 

cnluite dans ces équations, «=^, u=-jjyU =-^, 

.. B' .. 

w « V. 
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& elles deviennent 

■ l^.ddX dt^ dt^=^Oy 

' " Z-. ddy -+- dt- -h Af"^' dt^ = o, 

3*. ddi dt^ H- M"^-^ dt'- = O» 

4 ‘. ddx!— M ^ dt'- M"-^ dt^ = Oy 
ddy' - dt^ ^ dt^ = o, 

• 6\ dd( — M dt^ M” dt^ 

7 *. ddx"— M dt^ — M dt^=zo, 

■ 8*. ^^y'— M </r" — M' dt*- = O, 

M — M' dt^ = O. 

Pour avoir maintenant les équations des courbes que 
décrivent les corps, j’élimine dt^^ &c j’ai les huit équa- 
tions fiiivantes: 
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5 '* 


ddx" 


ddy 


c\ 


ddx" 




dd-(‘ 


M 


■M' 


■ ■■ 

, • ddx 

T' 


r — t" ? — r" ’ 






/’ ■ "■ P 

ddx 

M' 4 - M” 

f‘ / ' 


X*"—X** X — x' 

U"— J- -M- * 


// ■” /' 
- — ddx-* 




Et l’on pourroic, au lieu des équations 7'. & 8*. en* 
avoir d’autres femblables en ddy & ddy\ ddy bc ddy'\ 
oa ddij' Sc dd J, dd:^ &L dd^'. Cela pofé, il eft aifé de 
voir qu’y ayant neuf variables & huit équations y on 
pourra éliminer par les méthodes connues , enforte qu’il 
ne refte plus que des équations entre deiïx variables , 
telles qu’elles doivent être pour déterminer 1* mouvement 
de chaque corps , & leur pofition refpcéflvc à chaque 
inftant. Mais, quoique la méthode que j’ai donnée dans 
mon précédent Ouvrage foit générale, elle demande de 
fl longs calculs, même pour le premier ordre, qu’il n’eti 
faut efpérer immédiatement aucun fecours pour des équa- 
tions de refpece de celles-ci, qui monteront naturel- 
lement au vingtième ordre. Il me faut donc chercher ici 
d’autres fecours ; & c’eft dans la nature du problème 
que j’efpcrc les trouver. 

Je remarque donc i 1°. que le mouvement du corps M 
doit être donné par une équation en a: & en y, & par 
une équation en x ôc en ij' , ou bich en y & en ; le 

Bij 
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Du Problème 
mouvement du corps M par une équation en x' & y, 
& par une équation en x' & ou bien en y 8c le 
mouvement enfin du corps M" par une équation en x" &L 
y'\ 8c une équation en x!' Se \\ ou bien y' 8c 8c que la 

pofition refpeélive de ces corps dans rcfpacc pour chaque 
inftant fera donnée par une équation en af 8c a/, 8c une 
équation en a: 8c x!\ ou , fi l’on veut , par deux équations , 
foit cn^ Se y» Se en y 8e y, foit en { 8e 8e en { 8c y 
2®. Que, puifque les forces qui agilTent fur les corps 
font femblablement compofées des coordonnées a;, j', 

* x\ y, ; xl\ y" y ; 8e que la maflTe des corps , leur 

vîtefle primitive, leur première pofition dans l’efpace, 
toutes quantités confta/ites , font les feules chofes qui 
fadent que le mouvement d’un de ces corps ne foit pas 
celui d’un autre; il eft aifé de voir que, i°. les équations 
en X Se y, X Se \ \ x' Sl y' y x' Se V; x" Sc y" x" 8e j", 
feront fembUbles , 8c ne différeront que par les coefficiens 
conftans; c’eft-à-dire qu’on aura dans l’équation en x' 
Se y, ou en x" Se y" y des fonékions de x' 8e y\ ou de 
a/' Se y" y femblables à celles de ar 8c y qui entrent dans 
l’équation en x Se y y Se qu’il en fera de même des équa- 
tions en a: 8c x' Se l' y x" Se i°. Que les équations 

qu’on auroit en 8c y, 8e ? 8e f 8e feront 

également femblables aux équations qu’on aura entre x 
Se xf y X Se x". 3°. Que les équations en x Se yy x Se ^y 
feront telles que les fondrions de ^ qui entreront dans la 
première , feront femblables à celles de qui entreront 
dans la fécondé, 8c qu’il en fera de même des équations 
en a/ 8e y, x' SCi', ou af" 8e y', x" Sc i'. 4°. Enfin , que 
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dans CCS équations , les foniftions égalées à zéro feront ' 
fcmblablcment compofées des variables x &L y pour l’é- 
quation en j : des variables x &C. i pour l’équation 

en X &c ^ & ainfi pour toutes les autres équations. 
D’où il fuit, & de ce qu’on doit tirer des équations en 
X 8c y, X 8c I J une équation en ^ ? femblablement 

compofée de ces deux variables, 8c d’une maniéré fem- 
blable à celle dont l’équation en ar & eft compofée 
de a? 8cyi il fuit, dis-je, qu’on doit avoir une fonélion 
de X égale à une fonétion femblable dey, ôc ainfi pour 
les autres équations. Tout ceci s’accorde parfairemenc 
avec la forme des équations que j’ai trouvées dans la 
première Partie du Problème j car fi l’on joint aux huit 
ci-defiùs, les autres équations qu’on en peut déduire, 
on verra que les neuf variables y entrent d’une manière 
femblable. 

Je remarque, en troifieme lieu, que fi je joins aux 
huit équations dont je viens de parler , une équation 
entre le tems & une quelconque des coordonnées , j’aurai 
toutes les équations nécelTàircs pour réfoudre le problème ; 
que j’aurai par conféquent une équation entre e 8c chacune 
des coordonnées; que ces équations feront femblables, 

& que ces neuf équations entre r 8c chacune des coor- 
données fuffiront auflî pour réfoudre le problème. 

Je remarque enfin , que fi au commencement du mou- 
vement je fuppofe h chacune jffs coordonnées une valeur 
donnée, j’aurai la pofition primitive de chacun des corps 
dans l’efpace; que leur direéiion primitive fera donnée 
pour M par les valeurs de ^ ^ dans cet inftant , 
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d x' d 3^ 

pour M par les valeurs de j-, Se —, y pour Ai" enfin par 

if x" d x" ^ ^ 

les valeurs de — „ Se ; que leur vîteffe primlcive fera 

donnée par les valeurs de ~ D’du il fuit, 

qu’en général il doit relier dix -huit confiantes arbitraires 
dans les équations finies du problème. Donc, puifquc 
ces équations font au nombre de neuf entre t Se chacune 
des coordonnées, Se qu’elles font toutes fe nblables entre 
elles, chacune de ces équations en contiendra deux fem- 
blablcment placées dans chaque équation. Il fuit de -là, 
que chacune des huit équations en deux des coordonnées 
en paroîrra contenir quatre, qui fe réduiront .à trois en 
changeant l’équation de forme ; que la laifiant fous la 
forme où elle en contiendroit quatre , la même coor- 
donnée fe trouvant dans deux équations , leurs huit ar- 
bitraires fc réduifent à fix par la nature du problème ; 
Se que fix de ces équations fuffifant pour que toutes les 
fonctions femblables de chaque variable foiept déter- 
minées, toutes les arbitraires fc réduiront à dix-huit, 
comme on fait déjà que cela doit être. Les cocfficicns 
confians déterminés feront aufli , dans chaque équation , 
compofés de fonélions femblables des A/, A/', Af"; Se 
ces nombres confians feront les mêmes dans chaque 
équation. “ 

De tout ce que je viens de dire, il n’efi pas difficile 
de conclure que , de qu<^uc manière que je combine 
mes neuf équations entre f Se chacune des coordonnées^ 
fans pourtant chafler t , je ne pourrai , à chaque difié- 
rcnciation éliminer dans les équations non .féparéesi 
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plus d’arbitraires ou de fon£tions tranfcendantes , que 
je n’en pourrois éliminer dans les équations féparécs; 
mais que par la combinaifon des deux équations qui ont 
lieu entre trois coordonnées, je puis par deux difFéren- 
ciations éliminer quatre fonctions tranfcendantes qui fe 
réduifent à trois , & quatre arbitraires qui fe réduifent 
auflà à trois. Donc, puifque les équations non féparées 
du problème font du fécond ordre , je ne puis avoir 
entre t & chacune des coordonnées, que des équations 
féparées ^ui contiennent deux fondions tranfcendantes 
& deux variables; d’ou il naîtra une équation algébrique 
du fécond ordre entre t &C chaque coordonnée, & entre 
deux coordonnées quelconques où il n’y aura point d’ar- 
bitraire. Donc il y aura d’ailleurs entre les différentes 
coordonnées , des équations du troifiemc ordre aufli 
algébriques & fans arbitraires ; & ce font les équations 
féparées qui répondront aux équations non féparées du, 
problème. 

Maintenant je fuppofe que j’élimine non feulement f, 
mais auffi toutes les coordonnées , enforte qu’il ne me 
refte plus qu’une équation entre deux coordonnées , x 
Sc y par exemple; fi j’ai éliminé enforte que, quoique 
j’aie différencié, je n’aie pas introduit de nouvelles ar- 
bitraires, j’aurai une équation qui aura, pour folution 
incomplctte une équation algébrique féparéc, du fécond 
ordre , & une du troifieme : & il cft clair que cette 
opération eft toujours poffible dans ce cas. 

Cette opération une fois exécutée, j’aurai une équation 
féparée qui ne doit avoir pour forution qu’une équation 
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différentielle algébrique du troifieme ordre , & une équa- 
tion difFérentielle algébrique du fécond fans arbitraires. 
Pour en tirer les folutions ^ je me fers des deux méthodes 
fuivantes. Prenant d’abord les équations que me donne 
le Problên^c VII de la Scélion I de la première Partie 
de mon Effai fur le Calcul Intégral pour les équations 
de condition , & les comparant avec l’équation que j’ai 
ici à traiter , je parviendrai enfin une équation du 
troifieme ordre fans arbitraires, ou à une du fécond, 
ou immédiatement peut-être à toutes deux, puifqu’elles 
font toutes deux contenues dans la propofée , fi on a 
foin de ne négliger aucune des équations que peut faire 
naître la comparailon de la propofée avec fes équations 
de condition. . 

La féconde méthode que je vais propofer , cft abfo- 
lumcnt la même que la précédente ; mais elle cft plus 
commode en quelque forte pour le cas préfent , quoi- 
qu’on elle -même elle lui foit inférieure & en généralité 
& en ce que les équations qu’elle donne ne fe peuvent 
mettre fous une formule générale , comme celles du 
Problème VII cité ci-deflus. Je fuppofe que j’aie entre 
deux variables dont aucune différence première n’cft 
fuppofée conftante , une équation différentielle d’un 
ordre fupérieuf au premier; l’intégrale finie complctte 
qu’elle pourra avoir , pourra contenir , outre des arbi- 
traires conftantes , une nouvelle variable quelconque, 
donc la différence foit conftante. Si je fuppofe que dans 
cette équation la première différence d’une des variables 
foie confiante , il cft clair que l’iotégralc finie de cette 

nouvelle 
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nouvelle équation fera la même que ci-dc(îus , fi ce 
n’cft que la nouvelle variable, donc la différence étoic, 
confiante , fera alors une des variables de l‘équation. 

Je fuppofe maintenant que j’aie entre deux variables, 
une équation difFérentielle où une des différences foie 
fuppofée confiante, & que je veuille la changer en une 
équation où aucune des différences ne le foit; pour cela 
je remarque que, foit x les variables & dx confiant,; 
je peux, à caufe de l’homogénéité des différences , dif-, 
pofer les différences de y enforte que je ji’aie que dy , 

y 7^-, &c. ou à caufe de dx confiant dy ^ 

A 

d. J d. - 77' , d. ■ ' Donc pour avoir une 

équation où rien ne foie confiant , & dont l’intégrale foit 
la même que la propofée, fauf l’exception ci-defHis , je 
n’aurai qu’à fubflituer dans la propofée les valeurs des for- 
mules ci-deffus prifes dans l’hypotbefc où tout varie, au’ 
lieu de leurs valeurs prifes dans l’hypothefc où une des‘ 
différences efl confiante. Cela pofé , il cfl clair qu’une' 
équation entre deux variables où aucune différence n’cfl . 
fuppofée confiante, 8c qui admet une folution finie com- 
plette, doit être telle qu’en fuppofant une différentielle- 
confiante, puis faifant Ics'fubflitutions indiquées ci-def- 
fus, l’équation qui en réfultera foit identiquement la même ' 
que la propofée , dans le cas où l’intégrale de la propofée - 
ne contiendroit pas de nouvelle variable arbitraire. Lorf- 
que la propofée n’admet qu’une folution finie incom- 
pjette j ou , ce qui dans.ee cas revient au. même , une fo- ; 
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lucion du premier ordre; alors fuppofant que, dans la 
propofëe & la fubftituée , les plus hautes difFerences feienc 
fous une Forme linéaire , Sc donnant Tunicé pour coeffi- 
cient dans l’une & l’autre à l’une de ces différences, je 
dois avoir les cocfficiens de l’autre différence é^aux entre 
eux. Si en les égalant, i’ai une équation qui ne foie pas 
identique, alors je traite cette équation comme la propo- 
fée. Si l’équation eft identique , comme les derniers termes 
des deux équations font auffi égaux, mais dans l’hypothcfe 
préfentc ne font pas identiques, j’aurai en les égalant une 
équation que je traiterai comme la propofée. Continuant 
toujours ainli, je parviendrai à une équation identique 
avec la fubUituée qui lui convient ; car lorfqu’une équa- 
tion d’un ordre fupérieur a pour intégrale une équation 
d’un ordre inférieur fans arbitraires , Sc qui admet une 
, folution complette , cette équation Sc Tes différences ont 
été combinées enfemble, fie la propofée ne différé de fès* 
fubdituées que pardi; l’équation trouvée par cette méthode 
fera l’intégrale incomplette de la propofée. On aura par 
le même moyen l’intégrale complette des équations dans i 
les arbitraires defqucllcs entre une nouvelle variable ; fie 
on l’aura inférieure d’autant de degrés à la propofée , qu’il 
y aura d’arbitraires conftantes affeélées de cette nouvelle 
variable, fie pardà même quelquefois du premier, lorfque 
la nouvelle variable affedbera toutes les arbitraires conf> 
tantes, hors une. En eflièt , l’intégrale incomplette n’cft 
telle , que pareeque l’intégrale complette de la propofée 
contient la nouvelle variable , ou l’intégrale de la fubd:!- 
tuée ne contient qu’une des variables de l’équation; d’ot^l 
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il fuie que ces deux intégrales ne peuvent être tes mêmes 
<jn'cn égalant i zéro les coefficiens conllans arbitraires; 
«U , ce qui revient au même , on a produit ta fubftituée en 
divifànt par la différence fuppofée confiante* à chaque 
dUrérentiation , ce qu’on n a point fait pour produire la 
propofée : d’où les termes conflans que chaque difleren- 
tiation rend arbitraires doivent être fuppofés nuis , pour 
que les deux intégrales foient les mêmes. La fblution in- 
complette étant trouvée , on aura aifément la fblution 
complette , d’après ce que je viens de dire. £n effet, il n’y 
a qu’à chercher à produire la propofée ou la fubflituée 
avec cette intégrale incomplettc , pour voir comment 
ëtoient placées les arbitraires confiantes qu’on a fuppo- 
fèes nulles. Cette méthode s’applique à un nombre quel- 
conque de variables, en y Faifant les changemens qu’exige 
la différence des cas , êc qui n'auront aucune difficulté. 
On voit auffi qu’on auroit pu & dirpenfer de fuppofer les 
différences fupérieurcs fous une forme linéaire. 11 efl adé 
de voir par la nature de cette méthode , qu’elle ne doit 
point donner- les (blutions incqmplettes des ordres plus 
élevés que le premier, lorfque ces folutions n’ont point 
elles-mêmes d’intégrales. Elle ne donnera donc , dans le 
cas do problème que je traite , que l’équation du troifieme 
Ordre , qui admet une Solution complette. 

On pourra , lorfqü’il fera qocflion de réfoudre le préfènc 
problème « employer d’abord la fécondé méthode , qui 
conduira à l’éqUacion du troifieme ordre qu’on doit avoir 
entre deux coordonnées quelconques. On tâchera enfuite 
de tinx anffi , par la première méthode, l’équation du ff- 

Cij 
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cond ordre entre les mêmes coordonnées, qui -entre auïïî 
dans les équations du problème; ÔCon abiégcra cette rc^ 
cherche en négligeant de traiter les équations que donne 
la premit1-e méthode,& que la féconde auroit aufli données. 
Si malgré tout cela on n’avoit pas encore cette féconde 
équation, on la trouve roit toujours en combinant diver- 
fement les équations de la méthode avec celles: du pro- 
blème^ puifque cette fécondé équation y elt contenue, j 
' Ayant une fois une équation du troHîeme ordre entre 
deux coordonnées quelconques , on en aura aifément entre 
les autres coordonnées, puifqu’elles doivent être fcmbla- 
• bles. Il en fera de même de l’équation du fécond ordre*, 
où de plus- les variables fe fépareronc d’elles-mêraes , dont 
chaque membre s’égalera a multiplié p’ar ua coefS.- 
cient conftant, qu’on déterminera aifément à l’aide des 
équations du problème ; d’où , par les méthodes connues, 
on réduira facilement l’équation du, fécond ordre entre 
dt & chacune des variables, en Une équation du premier. 
11 pourroit fe faire qu’au lieu d’équation du'tcoificrae or- 
dre, ori n’en eût qu’une du fécond', & qh’^iinfi tios dieux 
équations entre les coordonnées fe réduiliflent à une feule. 
'Ce cas feroit le plus fimple de tous. 

Je pafîc' maintenant au fécond cas du problème^ ÜL fup- 
pofant que ce foit le corps donc la maffe eft Af''.qoi fok 
immobile & .fîxe, & qu’il foit placé à l’origine. des; coor- 
'donnécs,il c(l clair que les neuf équations trouvées cr- 
defTus, fe réduiront aux (Ix premières, dansilefquelles il 
faudra fairè d' y y" ^ égaux à.zero. Les réflexions que je 
viens de faire s’;q>piiquanc à ce cas comme au précédent, 
i 


Digitizod by Google 


II 
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on le rëfolvera donc de même, excepté que les équations 
réparées feront moins élevées & le problème moins com- 
pliqué. 

Quant au troifieme cas , fiippofant , comme dans le 
fécond , que TW" foit le corps immobile , 6c M' le corps 
dont le mouvement efl connu , j’aurai par l'hypothcfè 
en a/ 6c en jc' : je fubftitue ces valeurs dans les fix 
équations qui me reftent, je prends des trois dernieres la 
valeur de x' qu’elles me donnent, je la fubftitue dans les 
premières , 6c il ne me refte plus que trois équations entre 
le tems 6c les trois coordonnées du corps qui me fiiffi- 
ront pour réfoudre le problème , 6c auxquelles les réflexions 
que j’ai faites s’appliquent d’elles-mêmes. 

Il cft aifé de voir que tout ce que je viens de dire pour 
trois corps eft également vrai pour quatre, cinq, fix, 8cc. 
6c s’y applique également , 6c que les équations féparées 
6c trouvées par la méthode , pourront être plus compli- 
quées, mais non d’un ordre plus élevé, 6c qu’ainfi les 
difficultés feront toujours de la même nature , quelque 
foit le nombre de ces corps. 
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ANALYSE 

Du P HOB LE ME où il s’agirait de trouver le Mm-' 
vement de trois Corps de Jîgure quelconque t dont 
les particules s’attireraient en raifon inverfe du 
quarré de leurs dijlances. 


IVî ON BUT, dans ce Mémoire , eft de montrer par ua 
exemple que le Problème que je traite ici , & tous les au- 
tres de cette cfpecey quoiqu’ils paroilTenc inBniment plus 
compliqués, ne renferment pourtant point de difficultés 
d’un ordre fupéricur k celles du Problème des trois Corps. 

Soit ici ,1°. trois corps C, C' y C" : 

1°. dm y dm' y dm!' des élémens quelconques de ces 
corps ; 

1°' y y y il ^'y y\ fÿ des coordonnées* 
reéiangles qui donnent la pofitionsd’un élément quel* 
conque dm ydm-ydm" à chaque inftant. 

4 °. Soit pour abréger les diftances entre dm & dni & dm*^ 
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& la diftance entre <//?/& d ni\ 


5°. 5, /, y les cTpaccs parcourus par Tes points dm^ 
dm' y dm" pendant rëlément du tems dt , que je fuppofe 
confiant. 

6®. Soit enfin a , */ , ü" , les vîteflès de ces mêmes points 
pendant le même tems, ^ 

Il cft clair , i°. que les forces de tout le corps C agiflaii- 
tes fur le point dm y feront 2 -p-i le figne d’intégration S 

ne fe rapportant qu’à la pofition des difFérens dmydm't 
drd' dans les corps, êc non à leur pofition inllantanée 

dans l’efpace. 

1®. Que par la même raifon , les forces que le corps C*" 
exercera- fur le même élément, les forces que les corps- 
ChiC exerceront fur dnd y les forces que les corps C & C 

r J 'tt r àm** _ dm _ _ dm 

exerceront fur f /a , feront 2 , 2 -jr- > 2 -77-, 2 -frr% 

dm' 

Les forces que les corps C Sc C exercent réciproque- 
ment l’un fur l’autre & par lefquelles ils tendent à s’ap- 

procher * feront par coniéquent '^dm 'S. —p~ ; les mê- 
mes forces entre les -corps C & C" feront de même 
d m 7 . -jrr j & les mêmes forces entre les corps C èc C ' 

feront d ni 'S. 

Défignant par la cara£kérlftiquc d des différences de 
x*y ,y' yii x"yfy f ; s , / , s" , ficc.- indépendantes 

de 
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cîc celles qui font afFc(flëes de l.a caraélériftiquc ordi- 
naire l’expreflion de la quantité d’aélioa dans tout le 
fyftêmc pendant le tems dt fera également 

fX<^'^udds-^-dm'u'dd/-+-dm^urdds'' ÔC 


d/-h dm^^df'-\-dm'x^df. dt. 

Ces deux expreffions doivent être égales à chaque inftant. 
Donc les égalant enfemblc, & intégrant par rapport ü la 
caraeftériftique / ce qui peut être intégré immédiatement, 
ce qui rcficra fous le fignc devra être nul à chaque inftant , 
Sc on doit avoir entre les coordonnées des équations qui 
le rendent tel. 

Ces opérations exécutées , j’aurai rexprclT.on 


dt - d X 

-\-dm^^-\- dmX^^~ÿ^dt~^-dm%~ ^~/ dt • dy 
-h dm ^ ~ ^ dt-hdm^^, 

d t dm^ dt> dx 
-+- dm' did 2 ~ dt -H drri^^y- d / 


•dtn^^ — dnt'S.^ dt-^ dm' - ^ -dt» dr* 

JJ Jf Ji ^ 


^dni'^-^-dni’'LŸ-^-:j^dt-dm''^^^^ 


V/.d;c" 


r f 


f: U 


dm"^f^dm"s^” lrp:dt—dm"l^^-^Jt^d(' 


■O. 
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& cette exprcfllon devra être nulle , quelles que (oient 
les différentielles affectées de la cara£lériftique d : je 
pourrois donc égaler à zéro le coefficient de chacune de 
ces différences , ce qui me donneroit neuf équations. Mais 
il eft-aifé de voir que pour réfoudre le Problème plus com- 
modément, il efî à propos d’avoir le mouvement d’un 
point déterminé auquel on rapporte enfuite le mouve- 
ment de tous les autres. Nous ferons donc pour y parvenir 
les opérations fuivantes. 

Je prends d’abord dans chaque corps un point déter- 
miné dont je fuppofe que le mouvement foit rapporté à 
des coordonnées x , y, z; x', y', z'; x", y", z"; ôc que 
le mouvement d’un point quelconque de chacun de ces 
corps foit rapporté à des coordonnées P, Q , /? ; P\ Q\ K'ÿ 
Q'\R'; le point détermine pris dans chaque corps 
étant fuppofé fixe, & ces coordonnées prifesdansla même 
direction que celles qui expriment le mouvement du point 
déterminé. 

Cette fuppofîtion me donne dx ■= d P ^ dy 

= </Y-h<^Q, d:(z= dz dR J Sx da: = dx -+-dP; 
dy = dY-hdQ, d:j = dz-hdi2, dxf= dxl d P\ 
dy' =^dx-\-d^^d:(=dz^dR,Sxdx' — dx!^dP\ 
dy'— d y' -h d Q', d — d z'-h d R! ; enfin dx"-=d x" 
’-h dF', dy" = d y" -h ^ Q' , df = dz"-^ dR", & d x" 
.= d x" -h d P" , d = d y" -h d Q" , d dzl' -hdR". 

Je fuppofe enfuite que par le point déterminé que j’ai 
pris dans chaque corps paffent trois axes perpendiculaires 
entr’eux & q;si aient la même direélion que les coordon- 
nées, qu’un point quelconque tourne autour de ces trois 
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axes, & que dans le corps C il parcourre autour de l*axc 
parallèle aux X ï'arc(/x pendant le tems autour de l’axe 

parallèle aux y l’arc </r, & autour de l'axe parallèle aux z 
l’are ; dans le corps C l’are elx' autour de l’axe des x\ 
l’are dy' autour de l’axe des y', l’arc autour de l’axe 
des z' ; dans le corps C enfin l’are dx" autour de l’axe 
des x " , l’are dy*'- autour de l’axe des y" , l’arc dz" autour 
de l’axe des z". Les angles font independans de la poficiDa- 
d'un point quelconque dans le corps, & leur rapport don- 
nera par conféquent le mouvement giratoire de chacurC 
des corps autour de ces axes. Cette nouvelle fuppofition 
me donne, çn exprimant les différences de P, Q, P,5cc. 
par leurs valeurs en A' , r , z , &c. 

dx = dx-\-RdY-hQdZt daf = dx-h/2dr-h QJ-?, 
dy — d\-\-Kdx — Pdz^ d^=dY-hPdA’ — Pàz^ 
d:^r=.dz — Q^dx — Pdr^ d;j = dz — Qdjf — Pdz, 
dx'= dx!^ R’dy'-\- Çfdz\ dx'z=d x'-+- R'd r'-i- Q'd z', 
jy ~dY'-h Rdx'— P'dz', dy'=d Y-t- R'd x'— Fd z', 
d(= dz'— qdx'— Fdr, d î'= d z'— Q'd x'—P'd y', 
dx"=dx"-hR"dy"-hQ'dz", 'd x"=d x"-4-P"d f'"-hQ"dz", 
dy"—d\"-hR"dx '—P"dz\ d y"= d y"+R"d a"— P"dz\ 
d{— dz!'—qdx"—P''d r d f = d z'—qd x"—P"dr-. 

Subftituant ces valeurs dans l’équation ci-deffus , Se 
'réduifant en obfervant que le figne 2 n’afFeéte en aucune 
façon les X , A, Sic., Si égalant zéro le coefficient dp 
chaque différence affeefée de la caraéfériftique d, j’aurai 
les dix-huit équations fuivantes, où M, Af', A4'',défî- 
gnent les malles des corps C, C', C". 

Dij 
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1 *. MJdyL-\-'S. P dm — dY^-\- dz\-\-lQdm • ddz — dxdY 
■^Y-Rdm • ddY-\-dxdz -\-'^dm1~ • dd- 

-4- dm Y. "pT * 7i “ d i — O. 


/' 


a*. MddY-hl,Pdm — ddz-\-dxdY-{-lQdm — dx^-\-dz'- 
'^iRdm • ddx — dYdz-h'^dmY.^' 

— . rfm" Y — ï*+5— Q" , , 

r^^dm^pr dt^ z=zo. 


f 


3'. Mdd-L iP dm — ddY — dx dz -rir s.Qdm 

XJ _|/ 

dmx-jr 

.•——y dm^pj- • P dY — O. 

4 *. M'ddy! -t- 2 P'dm' — dY'^-^-dz'^ -+- 2 Qdm' 

•. 'ddz’—dx'dY'-\- 2 i?Vw'. ddY'^dx'dz'— X 2 ^ 

. -H X 2 dt^ =o. 

/ // // 

3 *,- M’ddy' -+- 2 P'dm ' — ddz' -\- d x'd y' -f- s QVw/ 

— dx^^ dz'^ 2 ilW/n' . ddx'— dY'dz'— ’XàmlY.i^ 

. I — '± -H X df^ Y- -jr -JP — ^ dY= O. 

6\ Mddi! -h 2 Fdrd — ddY' — dY'dz' -h 2 Qdm' 
1 — ddx!-\- d y' dz!-\- 2 Kd ni — dx'‘-~\- dY'‘- — X dm' 2 ~ 
■z-d^R-R' dtA-'^ dni'L = 

7 fd . f, 
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•7*. M'ddy!' -H 2 P"dm^ — dY"^-\-dr"^ -f- 2 QVm" 

. ddz"—Jx'^Y"^ 2 /ÎVm" . Idr^dyf d 2!' dm“ 

^ dm x-x'+P'^P"j^ ^j'u^dm' x’—x‘'+P'-P^j, 

1-nr J. dt — ^dm 2 -?i .■ de- 




8 '. iW Y^-h 2 F'dni' — dd?'' -h dy!'dY^->r- 2 QV/n" 
— dY!'^-\- dY"-^ -H 2 F'drd'—dx"— dŸ'dir— X dm* 


/“ 
= O. 


9'. WddTl'-\- 2 PU ni'— ddY" — d}i!' d Z- 2 
— TdFTTrTz"-^ 2 R'dni' —dY!'^^dY^^ — X dm'* 

2 ^7 — X 2 "TT* de 

■■ O. 


lOe. 2 Rdm.ddY-^lPRdm — ddz->rdxdY-\- 2 QRdm 
— dx^-^ dz'--\- lR}dm‘ ddx — dYdz ->rX'Rdm 2 ~ 

* ^.^zïd^-zQLde + r 2 

— 2 Qdm. ddz — 2 PQdm — ddY — dxdz — 'S. Q^dm 
^ ddx dYdz — 2 QRdm — dx'- -\-dY ^ — XQd, 


m 


dnf x — x>Jf.R — R> 


r 

- O. 


f 


de — XQdm 2 


dn^' Z — z"+/?— fi" 


r 


f 


de 


lU.'Î.Rdm» ddx -h 2 PRdm — dY‘- -+- dz^-^r 2 QRdm 


ddz — dxdY -h 2 R}dm • ddY-\- dxdz -^XRdm 

dm" 3|-x"+P-h^^ 






V 
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— 2 P dm • ddt — 2 P'^d m — ddY — dxdz — 2 PQdm 
ddx -+- drdz — 2 PR dm — dx^ d Y'- — '^Pdm 

2 i ^y: z3Ldt^-xpdm 2 


P 

: O. 


1 2«. 2 Qdm • ddx 2 PQdm • — dY'' H- dz^-\r 2 Q^dm 
. ddz — d^Y -^'î.QRdm • ddY -+- dxdz Qdm 

S I=i 2 ù^^ldt^^ X <2^-2 ^ 

2 P dm • ddx — 2 P^dm — ddz -H dxdY — 2 P Qdm 

JX'- -+- dzF — 2 PR ddx — d Y dz — PdrnS.— 

. r-r'+Q-Q-y,. _ ^ ï df 

= o. • 

13®. 2 R!d nî • d dx' 2 P'R'd ml — ddz! -+• d xdY* 

-h 2 QRdni — dx!^ dz'^ 2 R'^dml ddx' — dPd~z' 

- E Rd„i 2 + s «Wï ^ 


v,i 

- 7 , 

-- 2 Qdm ddz' — 2 FQdrrl — ddp — dx'dz» 
__ 2 Q-drrl — ddT^ÇlTdz'— 2 
-t- ^ Qdm' 2 t = J dt^ -^2^Qdm 1 . jjr 

a tt r*t »// 0 




dl’- = O. 


14®. ^ R'dm' . ddx' -V- 2 P'R'dm' — dŸ^ - 4 - dz'- 
H-2 • ddz'—dx!d^->r 2 ilVm' • ddP-^dx!d Z' 

X 2 ® H- X 2 
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3 * 


^2 P' dm'. ddil—^F-drrl—ddŸ— dy!dz'~ 2 P'C^dni 

— dd:^->r dŸdz' — 2 P' R dm' — • dx!'- -t- dŸ'- -h S P'dni 

2 " - ^' ± ^JZ JLdv—'%P'dtd^ 

^ J Jt J/ 

— O. 

•I 5 *. 2 Qdm'. ddx'~^2, P'Qdrd — dŸ'^-Jr-dzf'--\-'2, Q^dm' 


ddz' — dx'dr'-hx Q'Rdm'. ddY'-+- dx'dz'—X Qdrd 

dm X — x'-f- />— P , -V/^/ X— P" , 

Z JT- . J dV--\-^(^dm 2 jr* -y dt'. 

— 2 P' dm . dd\' — 2 F’-dm' — ddz'-\-dx‘dŸ—'S. FQ^dtrl 
— dx!'^ -h dz''- — 2 FRdtri • ddx ' — dY'dz'-\- X P' dm! 
2 - XP'dm' 2 


/• 

= 0 . 




' 1 6 '. 2 iîVm" . -t- 2 F'R'dni' — ddz"-^ d x"d z" 

H- 2 Q['R'dm!'—dx"-^ dz"^-\- 2 R'^dm" d~dP^^dŸ^’ 

-2 XV^T." ï ^ . Iz j"+g-Q" Jt^-XR'dm" 


dm t'— Q'— Q* 


/" 


/, 


c/z’ 


■ — 2 . ddz" — 2 rd' — ddŸ' — dx"dz" 


— 2 q'^drd'— ddx!'^ d Ÿ'dz"—^q'R'dni'—dx!'^-^dr^ 

d 

1 


-hX q'dm" 2 ~ . dl^ — X qd rd' 2 

x'— z" + P'— A" ■ 


y; 


= O. 


17 '. 2 i^VzTz" . ddd'^ 2 F'R'drd' — dŸ'^^dz"- 
^'iq'R'drd'. ddz"—dx"d r^iR'-dm". ddr-^dx"dz" 
-SRVm'ï.*. 


-7 -4‘. 
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3 * 

—2 ddŸ'—^^'dz"—'^ F'Q^drd' 

—ddFTd? 7 ?—'S. P" K' dm” —lx!‘^-h dr^-^'E P" dm” 


_ dm 

27 .- 

= 0 . 


;-Yr+R-«" 


P”dm”l.% 

J Jt 




f. 


di'" 


18'. 2 Q'dnf . ddTi”-^ 2 F'Q'dfd' — dr^-\-dl. 

^2 C>"‘^/n" • ddz”-^dx”d r^'S.Q'FTdm” • dd¥”-^dx”d^ 

^ , i» . n nA» J-./ 

^XÇ''dm”x-p-- 


, _ x«-H P _ p-^^^ _ ^ ^ 


/ 


x'_x"+P'_P' 


y; 


di^. 


— 2 FVot' . ddx” — 2 P”^ird'— ddz” — dxTdŸ' 
^xP”Q'dm”^ dx"^-hdr^—X F'R”dm”.ddx”—dY”dF 
4- X P"dm” 2^. — X Fdm” 2 




/; 


O. 


Je fiippofc que le point du corps donc on cherche le 
mouvement , foie ce point finguljcr qu’on nomme centre 
de gravité, & dont U propriété eft telle tpi on a cqnti- 
nucllement/P =0^ f Qdmz=zo,/R dmz=o dans le 

corps C.fP'dm' — o^jQdm'z=.Oy fR'dm' = o pour 
le corps C^ P” dm” z=.o ^ f d ni' '=iO ^ fR^ dtriL r= o 

pour le corps C . Cette fuppofition produira les deux avan- 
tages de (implifier beaucoup les équations ci ddTus en en 
diminuant le nombre des termes, & de faire difparoîtrc 
des neuf premières équations les difiérenccs fécondes Sc 
premières des variables -X’, r, z ; x\ r' y z' ; x!\ t" y z!' ; Sc 
des neuf dernières les Secondes dilFerenccs des variables 
X y Y, Z ÿ x" ,7'y z'-yX",Y'' , z”’, ce qui fimplifie encore & 
. , , . . . - détermihe 
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détermine les neuf premières à donner le mouvement du 
centre de gravité, comme les neuf dernieres à donner le 
mouvement giratoire des corps; m.ais non pas toujours in- 
dépendamment les unes des autres. 

Dans ces équations nous avons , indépendamment des 
fonctions qui naidènt des forces , les formules 2 dm , 
’S.PQ^dmy iP Rdm^ 2Q^<//ti, "S. Q^Rdm y iR^dm 
qui fc rapportent au corps C, & fix formules femblables 
pour chacun des corps C &C C" : pour intégrer ces for- 
mules, je fuppofe que la podtion d’un point quelconque 
dans le corps C foit donnée par trois coordonnées re(ül:an- 
gles /> , y , r , en forte que la diftance de ce point au centre 
de gravité foit r*- ■==. P'- R^y 

& qu’au commencement du mouvement P=p, Q^ — q, 
= rj il eft clair que fi je fais parcourir fucceffivement 
à la ligne tirée du centre de gravité au point quel- 
conque les angles x , r, z , elle fe trouvera dans la même 
pofition qu’elle fe trouve dans le Problème au bout du 
tems t. Donc les valeurs de P y Qy R y que la Géométrie 
ordinaire donne, dans cette hypothefe en />,y,r8cfinus 
& cofinus de X, r, z , feront les mêmes que celles que doit 
donner le Problème après le tems r. Je fubftituerai donc 
ces valeurs dans les formules précédentes ; j’intégrerai en*- 
fuite par rapport aux fignes 2 , c’eft-à-dire en ne regardant 
comme variables que les/>, ÿ, r; il en fera de même pour 
chacun des autres corps ; & toutes les fois que ces corps 
feront tels que l’élément dm puifie être exprimé par une 
formule algébrique , foit qu’ils foient homogènes , foit 
.que Iciu denficé varie fuirant une certaine loi, on aura 

E . . . . 
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les intégrales par les méthodes connues pour les qua- 
dratures. Quant aux intégrales qui nailicnt des forces, on 
les aura par une double opération , ne regardant dans cha. 
cune comme variable que les coordonnées du corps donc 
l’élément fe trouve fans le figne. 

Toutes ces opérations exécutées, j’aurai entre les va- 
riables des équations algébriques : car puifque les angles 
X y Y , Z ; xf ^ y' y z' ; x'\ r" y z" y OC fe trouvent pas dans 
ces équations , mais feulement leurs dilFérenccs , on peut 
les en faire aifément difparoître , pour n’y plus laiflTer que 
leurs finus ou cofinus &' leurs différences. 

Les équations entre les variables feront telles qu’il n’y 
en a aucune qui ne contienne les dix-neuf variables du 
Problème ; le tems, dont la différence fe trouve dans 
chaque équation , fera éliminé en égalant les valeurs de 
prifes de deux de ces équations i & on parviendra 
par des différentiations réitérées à des équations qui ne 
contiendront plus que deux variables & auront lieu entre 
deux coordonnées. Ces équations feront celles qu’on aura 
À intégrer pour réfoudre le Problème , & fur lefquelles 
on peut faire les réflexions fuivantes. 

1 Le mouvement du centre de gravité , & le mouve- 
ment giratoire de chacun des corps, fera donné par dix- 
huit équations , donc neuf entre le tems & chacune des 
neuf coordonnées du mouvement des centres de gravité, 
& neuf entre le tems & les finus 8c cofinus des angles du 
mouvement giratoire. Les neuf premières feront toutes 
femblables entr’eiles de même que les neuf dernières, êc 
il en fera de même' des équations différentielles qui en 
pourroienc naître. 
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1°. Le mouvement fera également donné par une équa- 
tion entre t Sc une variable quelconque, puis deux équa- 
tions entre les coordonnées x , y , z ; deux entre les coor- 
données 2', y\ z' ; deux entre les coordonnées x",-y*, z"; 
deux entre les fin. & cof. de , K, z ; deux entre les fin. &C 
cof. de x', y'f 2! \ deux entre les fin. & cof. de x", y", z"j 
deux entre" x & x' ou Y & y' ou z & z' , & x & x" ou 
Y & y" ou 2 & z" ; deux entre les fin. & cof. de x & x' ou 
de r & ou de Z & z', & les fin. 6c cof. de X 6c X^' ou 
y 6c ou z.6c z" ; une .enfin entre x 6c les fin. ou cof. 
de X , 6cc, Les équations que je propofe ici fous la par- 
ticule disjonétive doivent être femblables cntr’ellcs, c’eft- 
à-dire qu’elles ne doivent différer que par les différentes 
variables qui y entrent, 6c non par la forme. Les équations 
en X , Y 6c X , Z feront femblables aux équations en x', y' 
6c x', 2' , 6c aux équations entre x\ 8c x", z*'. L’équa- 
tion en X 6c Y fera femblablement compofée de x 6c 
de Y ; celle en x 6c z fera femblablement compofée de 
X 6c 'de ' Z. < Les fondions de Y., dans la première feront 
femblables aux fondions de z dans la fécondé , 6c on aura 
une autre équation auffi femblable entre Y 6c z ; d’où il 
cft aifé de conclure qu’on doit avoir une fondlion de x 
égale à une femblable fonéfion de y , 6c la même fonélionr 
de. X- égale à une fonélion femblable de z. Il en fera de 
même des équations entre x' 6c y', x' 6c z'; 6c x"6c y", 
x" 6c z"; 6c dans toutes les équations femblables entre 
elles , les coefficiens feront toujours pour le mouvement 
de chaque corps des fonébions femblables de quantités 
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dépendantes des corps C, C\ C. On doit dire des fîx 
équations entre Cm. &c cof. dcx &c Y, (în. &C cof. dex&c z, 
fin. & cof. de x* &c fin. & cof. dcxf ic z' % fin, & cof. de 
x" & i^jfin. & cof. de x" & z!' y la même chôfe que des fix 
équations précédentes. Les équations entre x & x', x & x" 
feront femblables , compofées de fondions femblables de 
chacune des variables, & les coefficiens audl compofés de 
fonélions femblables dépendantes de C& de C', ou de C 
Sc de C". Il en fera de même des équations entre fin. 8c 
cof. de X 8c de x', 8c fin. & cof. de x 8c de x". 

3 ®. Les quantités confiantes à déterminer dans le Pro- 
blème , qui , ne fe pouvant trouver dans les équations dif- 
férentielles , font les mêmes par conféquent que celles que 
les différentiations ont pu éliminer , 8c les mêmes par con- 
féquent que les arbitraires des équations intégrales , font 
les valeurs des neuf coordonnées du mouvement des cen- 
tres de gravité, au commencement du mouvement, les 
valeurs çorrefpondantcs des neuf fin. 8c cof. du mouve- 
ment girîitoire, les vîtefles de chacun des centres de gra- 
vité ,' 8c leurs direélions , dans ce moment , pour lefquellcs 


il fuffit d’avoir les valeurs de-^, 


4z . Jx' 
dt * dt ' 


dx' dz' ^ 
di ^ lit • 


~dT * 17 * vîtcfTcs enfin du mouvement giratoire 

8c leurs directions données par de femblables formules. 
Les arbitraires feront en tout au nombre de trente-fix ; 
dix-huit fe rapporteront au mouvement du centre de gra- 
vité , fe trouveront femblablement placées dans les neuf 
équations femblables entre t Sc chacune des coordon- 
nées qui donnent çe mouvement, la première différea- 
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. tration aura fait difparoîcrc les neuf premières , & la fé- 
condé les neuf dernieres. Les dix-huic autres fe rappor- 
teront au mouvement giratoire feront produites Sc dif- 
tribuëes d’une maniéré femblable. ^ 

De tout cela & dç ce que les équations trouvées ne 
font que du fécond ordre, il ell aifé de voir que chaque 
équation féparée entre t & une des coordonnées quel- 
conque ne peut contenir plus de fondions tranfcendaq- 
res de cette coordonnée ( quoiqu’elle eh puiQè contenir 
moins ) que n’en peuvent faire.évahbüir deux différentia- 
tions fuccellîves , & ne peut avoir non plus que deux arbi- 
traires. Les équations entre les coordonnées n’en pourront 
contenir que quatre, réduéfibles à trois par elles-mêmes. 
L’élimination étant faite, (î on obfcrve de faire entrer 
dans chaque operation les équations du Problème, &C non 
pas feulement leurs différences , il fera toujours poflible 
de parvenir k une équation qui aura pour intégrale une 
équation Algébrique du troifieme ordre fans arbitraires; 
ou même une du fécond. Donc les diffîcnltés de ce Pro- 
blème feront du même ordre que celles du Problème pré- 
• cèdent , & oh pourra y faire les mêmes reroarquçs. •' ‘ 

... L- iR E M A R Q.U E I. ■ ( t..- 

•/; . /J'.:;:, y;;. 

i La méthode fehu la même pour lui nombre de corps 
quelconque, & le. Problème fans ètrç, d,’qp,..^utt)E prdre * 
fera feulement plus compliqué. On peut dire la même 
chofe de tout Problème où l’on cherchera le mouvement 
d’un fydême de corps quelconque où tout fera mutuel êc 
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donc les équations difFérentielles.ne feront que du fécond 

ordre. ■ ' ^ ‘ • 

•' ;* : . . . : ■ V . jR E M. A a; Q .U E 1 1. 

t • 

Si j’ai entre un nombre n dé variables un nombre n — t 
d équations difFércnticlles , le nombre des fomflions tranf- 
cendantes & des arbitraires fera en tout la fomme des 
expolans de. l’ordre, de toutes ces équations ; les fonélions 
étant prifes comme je l’explique dans la II* Seélion de la 
première Partie du Calcul Intégral. Quant à la manière 
donc elles feront diftribuées dans les équations féparées, 
on la trouvera à pofleriori par la méthode expliquée dans 
le Mémoire précédent , lorfque la nature du Problème ne 
la donnera pas à priori. 

■* ' * ♦ . * 

■ ' f Remarque III. 

Les neuf premières équations donneront feules indé- 
pendamment des autres le mouvement des centres de gra- 
vité, lorfque les fonctions qui s’y trouvent contenir les 
finus &c cbfînus du .mouveraent giratoire ferojit nulles , ou 
que les égalant. à une fonéiion dépendante feulement de 
la figure des corps & indépendante du mouvement du 
centre de gravité , on aura une équa,tion qui convienne 
avec celles du Problème. Les neuf dernieres dans des fup- 
pbficions femblables, donneront auflî le mouyément gira- 
toire indépendamment des neuf premières. . • 


Î9 


DES TROIS Corps. 

Remarque IV. 

Si les intégrations que je fuppofe être faites par rapport 
aux lignes 2 , introduifoient dans les propofées des fonc- 
tions tranfcendantes , les réflexions ci - dcfliis auroient 
également lieu , puifque ces tranfcendantes fcroient cône 
nues. Si au lieu de fuppofer ces intégrations , on fait éva- 
nouir les Agnes 2 par des différentiations qui n’affeéfent 
que les/», ÿ , r, ^ 'î.dnty on aura' des équations encore 
du même ordre, par rapport aux variables du mouvement: 
on IcJauroit par la même méthode ; en regardant comme 
confiantes les quantités qui ne dépendent que de la figure ; 
& en intégrancenfuite \ en regardant ces quantités comme 
les feules variables , on aura réfolu ce problème. La mé- 
thode efl la même pour toutes les équations qui contien- 
nent des variables, abfolument indépendantes les unes 
des autres. On aura auflî par-lA la figure des corps, leur 
mouvement étant donné ,,commeon avoit eu ci-deflus le 
mouvement , la figure étant donnée. 



«A A 
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METHODE 

D’APPROXIMATION, 

O U 

^VPPLICATION DES SUITES INFINIES 

A L’ INTÉGRATION. 

I-(A Méthocic d’intégrer cjuc je me propofe de donner 
ici , eft fondée fur les mêmes principes que celle que j’ai 
déjà donnée. Je la crois plus commode , & auflî géné- 
rale dans la pratique , quoi qu’elle le foit infiniment moins 
à regarder les chofes d’une maniéré abftraite. 

Si j’ai entre x bi y une équation algébrique délivrée 
de dénominateurs & de radicaux , j’aurai y égale à une 
fonélion de x , que je trouverai en réfolvant l’équation 
ordonnée par rapport h y; j’aurai donc autant de va- 
leurs de y en JC , que cette équation a de racines. Ces va- 
leurs feront liées cntr’cllcs , comme le font les racines des 
équations algébriques à une feule variable. Ces dernières 
racines fc pourront toujours trouver en général , quel- 
que foit le dégré de l’équation , à l’aide des réflexions fui- 
yantes. i®. Elles feront compofées de nombres & de fonc" 

f 
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tiens entières, dépendantes des cocfficicns des puiflTanccs 
de J'. 1°. Ces fonclions entières ne pourront erre affeclécs 
d’un figne radical plus élevé cjue l’expofant du degré 
de la propofëc : ces fonclions ainfi alTeclées , ne pourront 
être qu’en nombre inférieur à ce même expofant. 3'’. Ces 
mêmes fon fiions entreront dans chaque racine &, feront 
liées cntr’elles , en forte qu’elles foient les racines d’une 
équation d’un ordre inférieur , dont l’cxpofant foit égal à 
leur nombre. 4'’. Les cocfficicns en nombres qu’elles pour- 
roient avoir pris dans une même racine , dépendront auffi 
d’uncéquation de ce même ordre inférieur, pris danslesdif- 
férenres racines de la propofee : ils feront auffi les diff érentes 
racines d’ur.e équation d’un ordre inférieur d’une unité à ce- 
lui de la propofee. 5°, Multipliant toutes cesracincs les unes 
parles autres pour produire la propofee, il faut que les coef- 
ficiens numériques de chaque radical qui reliera dans le 
coefficient de chaque puiffTancc, foient égaux . à zéro ; Sc 
que les fonclions fans radicaux qui relieront dans les cocf- 
ficicns de chacune de ces mêmes puiffances , foient égales 
au coefficient de cette puiffancc dans la propofëc , ce 
qui donnera des équations pour les déterminer ; ces cocf- 
ficicns feront du nombre inférieur d’une unité à l’expofanc 
du degré de la propofëc; & mettant dans chaque racine 
un terme rationcl égal au coefficient du fécond terme di- 
vifé par l’expofant , on aura l’équation cherchée pour ce 
fécond terme : ainfi les fonclions afl’cclécs de radicaux 
devront contenir un nombre de fonclions rationcllcs moin- 
dre de deux unités , Si conféquemment égal à celui 
que contient la racine d’un dégré inférieur d’une unité. 
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6^. Enfin il fcta permis de fuppofer que le produit de 
toutes ces racines qui fe trouvent fous un figne radical & 
qui eft nëcciïàircment rationcl , foit une puiflancc parfaite 
de même degré que Texpofant du radical. 11 fuit de tout 
cela » qu’il fera facile de trouver immédiatement , pour 
un degré quelconque , un nombre fini de formes , entre lef- 
quels on trouvera celle que doivent avoir les racines de 
l’Equation propoféc, en cherchant à la produire par la mul- 
tiplication de ces racines. On trouveroit , par exemjilc , 
que = doit être le produit des 

racines x -h p -h m yq-ï-^r-{- — V' r 

^ q-\- V r-h q — V r 

x^p-\- m"^ q-k-^r-\-n'^q — ^ r 

& les racines d’une équation a x^ B ex 

-4-</=o, fe trouveront devoir être de la forme x-\- p ~ 

^y/AX-A- CX' -f- y/ A X B'X -h CX' 

-t- y/A'X'-^ B'XX'-^CXX'-v-D”X^ ¥xX'-¥ F'X'\ 

P étant une quantité entière & rationclle, égalent, 

AT, X\ X" étant les trois racines d’une équation du troî- 
fieme degré , & les autres caraéicres étant des nombres. 

Le Problème général de réfoudre une Equation donnée, 
fera réfolu généralement par cette Méthode, & n'aura plus 
d’autres difficultés, que celles d’un calcul toujours de plus en 
plus compliqué ; Calcul auquel je ne m’arrêterai point, 

»F i| 
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d’autant que j’apprends que M. Bézout a donné fur cette 
matière , une Méthode qui lui eft propre , mais dont je 
n’ai point eu connoiffànce jufqu’ici. Il eft aifé de voir que 
ce que je viens de dire d’une Equation algébrique, à une 
ou à deux variables , eft également vrai quelque foit le 
nombre de variables, fie eft' réciproque pour chacune. 
Mais il n’en eft pas de même des Equations non algébri- 
ques , fie c’eft.ce qu’il faut que j’examine ici. 

Je fuppofe que j’aie , par exemple , 1. = 

b étant un nombre entier dans cet exemple , il eft clair 
qu’il faut que x foit un nombre , que 1. x en foit aufli un , 
fie que le logarithme de ce nombre , plus le nombre lui- 
même , foit égal ^ , ce qui aflujettic le nombre entier b h 
certaines conditions. Je fuppofe parcillcmcnc que j’aie 
l’Equation intégrale , 

l-a'x + hy + ep dx + i'y + c'p q 

P P 

iNfétant une arbitraire , il eft clair que je n’aurai la valeur 
dey en af , que fi ^ = y ; ce qui réduit la forme propoféc 

^ax by cp -+-i\^=o, ou bien fi ^ = oou^'=o; 
8c que fi dans ce dernier cas , je veux avoir aulTi la valeur 
de X eny, il faut ou que a =. o fie b'=z o , ou <j = o. fit ^ = o. 
Ces exemples fuffifent pour faire voir comment dans des 
équations plus compliquées , il faut s’y prendre pour dil- 
tinguer les cas où l’on peut avoir y en jî ou a: en y, ou tous 
deux à la fois'. Les mêmes principes apprendront à dif- 
tinguer de même les cas où l’on peut avoir une fonction 

égale à une fonction de ar , fit s’appliqueront égale- 
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înenc aux équations qui contiendroicnt un plus grand 
nombre de variables. 

Si on vouloic trouver ces mêmes conditions pour une 
équation difFërentielle , dont l’intégrale eft inconnue, on 
fuppoferoit , par exemple, que V cù. la difFércnticlle exac- 
te d’une fonction de a;, plus une fonétion de^ d’un ordre 
quelconque. Une méthode femblable à celle du Problè- 
me fécond y^al. intégral ^ pag. ^ donneroit les équa- 
tions de conuTtion dans cette fupiîofition ; & elles ne dif- 
fércroient de celles de ce Problème , qu’en ce qu’au lieu 
des différences entières on auroit des différences par- 
tielles , répondant à a? & à fes différences , ou & à fes 
différences. Par la méthode enfuite du Problème cinq , 
pag. 2 1 , on trouvera une formule qui, étant débarraflee 
du coefficient général , qui doit rendre la propofée une 
différentielle complctre , & des différentielles de x ou de 
y , fupérieurcs à celle que contient o , & cela à l’aide 
des différences partielles répondant àaeou^, fera ou nulle 
par elle-même , ou aura lieu en même tems que , 

iorfque y=o pourra avoir une intégrale de cette forme. 
Il en fera de même pour un nombre de variables quelcor>* 
que , & pour tout autre fuppofition femblable. 

Ces recherches auront une très grande utilité, en ce 
que dans la pratique , les équations , où ces indéterminées 
peuvent être léparées,font prefquc les feules dont on puiffo 
fe fervir ; & en ce que,connoiffant dans les formules d’in- 
tégrales , celles où cette féparation a ou n’a pas lieu , & le 
connoiflant auffi pour chaque différentielle propofée, on. 
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r.c compnrcr.i à cli.iquc cqiiarion dificrcnticllc , que les in- 
tégrales de la dalle de celles qu’on saura par-là lui con- 
venir. 

Maintenant, fi j’ai entre x Bcy une équation diflercn- 
ticlle d’un ordre quelconque , en forte que j’aie ^ égale à 
une fonclion dca; , ilellaifédc voir, i®. que cette fonc- 
tion de X ne pourra contenir qu’un nombre égal à l’cxpo- 
fiint de l’ordre de l’équation dilîerenticlle de fondions 
tranfeendantesde a; , qui ne pourront entrer dans la com- 
pofition les unes des autres , comme on le peut voir dans 
le Calcul intégral ,page 37 &: fuivantcSj&que j’appellerai 
de meme r , J, r, &c. 1°. Que dans cette fondion les 
arbitraires, que la dilFérentiation devra faire Jifparoître 
pour avoir la propoféc, feront difpofées félon les diilé- 
rentes formes que peuvent avoir /•, s, ^c. , comme ori 
l’explique au même endroit. 3®. Que défignanr par n 
l’expofinc de l’ordre de la propofée , faifant difparoîtrc les 
dénominareurs & les radicaux , la fondion tranfeendan- 
tc la plus compoféc ne pourra contenir de radicaux plus 
çlcvés que l’expofanc de la puifiancc 6 c a"y ; & que quant 
aux autres fondions tranfeendantes , mettant dans l’é- 
quation propoféc X -h g h la place de a: , ^ étant une 
confiante indéterminée , afin qu’on puilTc fuppofer tou- 
jours y ■= a B X -h cx^ -h J x^ , &c. , fubftituant, puis 
comparant terme à terme , il cft clair que le nombre le 
degré de ces radicaux , comme de ceux de la fondion al- 
gébrique de X qui entre dans la valeur dey , feront afTîijct- 
iis à ne point donner plus de valeurs de y » qu’on n’en 
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trouve dans la comparaifon ci dcffiis pour chaque terme 
de la fuite. Dans le Problème des quadratures ou ceux qui 
s’y réduifenc , c’cll à-dire , où jy ne fc trouve point dans 
l’équation du premier ordre y, ni dy dans celle du fé- 
cond , &c , CCS radicaux étant donnés , & l’intégrale n’en 
pouvant contenir d’autres, on a immédiatement la forme 
dont^ cfl: fufccptiblc ; & il cft clair que la valeur de l’or- 
donnée en l’abcifîc dépendante d’une équation d'un degré 
quelconque , on aura , fi la courbe eft exactement quarra- 
blc , une équation du meme dégrc entre l’aire & la même 
abeifîe. 

On voit que tout ce que je viens de dire cfl applicable , 
mutaùs^ mutandis , au cas où l’on a fimplcmcnt une fonc- 
tion dc^ égale à une fonction de x. 

Tout ceci pofé la forme de la fuite déterminée en 
général , il n’y aura plus qu’à la fubflirucr dans la propo- 
féc , Se en déterminer enfuire les cocfîîcicns ; mais avant 
de faire cette fubflitution , il faudroit avoir la forme géné- 
rale des fuites dont la fomnic cfl algébrique. Sans cela , la 
fuite a-k-b X cx^ -f- dx^ .... donnant en général la va- 
leur dey, on n’auroit, en fubflituant , des fuites plus com- 
pliquées , que des valeurs indéterminées pour les coelfi- 
ciens. Je tirerai la méthode que je vais donner ici, pour 
avoir cette forme , d’un Mémoire que j’ai eu l’honneur de 
préfenter à l’Académie des Sciences , au moi.s d’Oclobre 
1761. On l’y propofoit comme générale pour les quadra- 
tures, rectifications abfolues , & même pour l’intégra- 
tion , toutes les fqis qu’une variable étoit fonction algé- 
brique d’une autre. 
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Je fuppofc que j’aie encre les variables, x Scy l’équation 
algébrique du dégré m. 

Aym 

A' -h B'x .y»—^ 

-V- A' -+- B"x H- C'x^ ,yn-i 
W- A'-^ B"x -4- C'x^ D'"x^ . y^-i 


A-\r Bx-\-VX*--\rù^X^ , . . -4-nx^=0 

Soir, y = d -h cx^ ■+■ dx^ -i- cx^ • • '-h (n) x" -h («-+- 1 )x'>+t,-~, 

une des racines de cette équation fous la forme d’une fuite 
infinie , où je défigne pour plus de commodité le coeffi- 
cient d’un terme x" par (n). Il cft clair que fubUituant 
cette valeur dey dans l’équation , je dois avoir égal à zéro 
le coefficient de chaque puiflance de a;. Appellant donc 

en général le coefficient de ar” dans la fuite élevée 

à la puiflàncc m , j’aurai en général l’équation 

A ( n 

4- H- ( n — I ) 

,:-h A" (n) -hCin-^-i) 

H- A''{n) -V- B"X « — I ) -{-C'in—i) 

*,-»^*«**## 

On 
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4-9 


(m) 


Oiî saie de plus<i«e (ti ) ' ' 


f 


»/_x . _ Z ; \ 1 I T m ■ m-^i • w — 1 ^ 


»•— 1/ X . ”*”*1/ \ I m— i 5, 

■ma (n)-+-m«m — x«<» p (/i— T)-f-m • «— i» a • c 4- 


m— 1 , , _ ^ 7 ^ / fw . m — I . r»— I m— 4 , , , ^ 

i«a — i*m — i*a pc -f- r — • • «* ^ ^ ^ ) 

, * •i'.- 1 . à 


, m— 1 , ' m-^t If, "* • ' • ■»— -1 î ni— I • 

i«a 4“ m • /TJ — i • ;/j — i*a pa + — •«* » 

'Ct I * . ' 

> * “ * ! ~ * * * »\ I 

m-m — i-m — i-rr — )■ ^ m-m — i • m — m — ^ 4) 

“ 4 “ I • 1 I • r • } • 4 


Valeur générale ,' de laquelle on a facilemertt les valeurs 

(m — i) m — I 

de ( /ï ) • • • de ( n — I ) • • • 

Je fubftitue ces valeurs dans l’équation précédente , & 

elle devient ' ' 


m— » 


j4m • a 
-H A • m — I • a 
— 1“ A" • tn — 1 
H- A" 


m— } 


m— 4 


(n) -\r A‘Tn • m — i • a ”* ^^*(n — i) 

,^4' • m — I • m — !• a”'~~'’b 
' -jh ,S'» /7z — I • 

- • w— 2 • / 7 Z -— 3 » a 

z.a'""’ .... • 

. " • . * «I •, î • 

A"> m — 3*:/7j-!-‘4*a"T^^ •» 

— 3 .'a' 


/;• 


,•^7+ 

. Lï I ■/ 


« I 

•I 
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C m» m — I • • e*{n^i) 

• J -f-«i • « — I • m — 1 J 

V I • 1 

V m*OT — !•« c 

• < - Hh-i . «K-i . 

V I • 1 

•-i- B* • m — I «OT — i»cT~^B 

Ç « •— X • /n — 3 • cT^^c 
A"»< 

J - H"— i-w— ) • w — 4^ — 

C 1*1 

m — 1 • m — 3 • 

^-+- C* • m — 1 • 

V m — x*m — 4 * 4 » *'« 

A"» ^ 

J "I wf- • w— 4 • m J 

C * • >- 

1 4- /72 — 3 «m — 4 • oT^^b 

4- r-m— 3.a”"^ 


4- =o; 

Tirant de cette équation indéfinie la valeur de a, j’au- 
rai la forme du terme général d*une fuite égale à la racine 
d’une équation algébrique, le nombre des termes dont 
dépendra ce terme général mis fous cette forme , étant le 

nombre entier plus petit que « Toutes les fois qu’U 
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faudra pour une valeur particulière de /i , ajouter une quan- 
tité conftante à la valeur générale pour avoir le coefficient 
de X , il efl clair que cela indiquera un terme dans la fuite 
indéfinie que je place à la fin de mon équation algébrique , 
dont l’expofant foit cette valeur particulière de , ÔC le 
coefficient, la confiante multipliée par 

Cette méthode peut-être utile pour fommer immédia- 
tement une fuite donnée , dont le terme général foit fous 
une forme fufceptible d’être comparée à celle que je viens 
de trouver. En voici quelques exemples. 

Exemple I. 

Soit la fuite i -h r a: - 4 - î — 5x5-4-»*+ — rr*5 ± • • • 
la loi de la fuite étant telle que 

J __ — i (n*— i)-4-t *7(« — — })• • •• 

J 

le nombre des termes qui entrent dans cette formule étant 
l’entier le coefficient du dernier terme n’étant point 

multiplié par 2 , lorfque n eft un nombre pair ; compa- 
rant cette forme avec la forme ci-deflùs , je vois qu’elles 
conviennent en faifant, = i ^ , yi', ,5', = i. Je 

ferai donc A= — a* Aa->rA '— — 

• 2 Aa-}-A '= — lienfin r= — — i 
& j’aurai l’équation^*^-4-*y-4-_y — — z=o. 

Je la réfous , & j’aiy = — ± \/| -4- 3 « -H- ^x^. Je 

Gij 
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fais ^ = O, & j’aiy = ±>/"4 — K Or^ doit par l’hypo- 

thèfc être égale à i dans ce cas; donc je dois prendre le 
ligne -+- pour avoir la vraie valeur de la fomme de la fuite. ^ 

ExempleII. 

Soit la loi d’une fuite telle que >4 («) = — B {n i) 
— C{n — 2 ) — D (n — 3 ) , & ainfi de fuite jufqu’au 

terme n — m-hi , j’aurai l’équation y • A -\r B x-\~ Cx^ 

Dx'^ • • • -4- A -H Bx -+- r -h A Jf’ • • = O. 

Le cas de la formule générale donne toute la théorie des 
fuites récurrentes. 

E X E M- P L E III. 

.• .Soicnne fuite telle quc= ( /r ) = « -t-; L.* j’aurai 
= M, (rt — i'j = n — 1 ; donc (/: ) =:= i • ( n — i ) — («— i) j 
don,c , exemple précédent ^ A= i ^ B = — i, C=i, 

y • 1 — 2 ar-ha‘-+-A- 4 -Ba:-hrx’^=o. Sije veux que 
a — 1 1 B ~ i y e = 5 , j’aurai y = i -4- za: -4- -4- 4ar’-4- 

&c, = — ; mais fi je veux que a=p y B =p -+- i , 
c=p-i-i , P étant un nombre entier ,j’aurai^= 

multipliant cette nouvelle fuite & la valeur par x^^ y &C 
retriinchan't en fuite l’une de l’autre les deux fuites Sclcs 

deux fommcSjj’ai en général i-4-ia:+3Jc’’ • • -\-p — ^ 
= : d’oîi l’on voit que la méthode peut 

I — ZX-4-X* 

être utilement employée à trouver la fomme d’un nombre 
indéfini de termes dans une fuite quelconque. 
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Je pafle maintenant au cas plus compliqué , oii il s’agi- 
roic d’avoir la forme d’une fuite , dont la fomme feroit la. 
valeur dey, qu’on peut tirer en général d’une équation 
algébrique entre JC, y & j. Voici comment- il faudroit s’y 
prendre pour avoir cette forme. On fuppofera d’abord l’é- 
quation ordonnée par rapporta ar, & il faudra que chaque 
fuite en , multipliant chaque puiflance de oc , foit algé- 
brique : on aura donc la loi de cette fuite par ce qui pré- 
cède ; mais il faudra aulîi que l’ordonn.ant par rapport 
la fuite en JC, qui multipliera chaque, puilTancc de j , 
foit algébrique ; donc on aura la loi de cette fuite. Mais 
les coefficiens de cette fuite font lescocfficiens des mêmes 
puiflànccs de ^ , pris fucceflivement dans chaque fuite 
en , qui multiplie les diverfes puifliuiccs de JC ; donc 
on aura la loi des coeffiçicns.,.j6c par conféquent la loi de 
la fuite, pour qu’elle donne une fonélion algébrique de 
a: & ^ pour valeur dey. L’analogie indique fuffifamment 
ici ce qu’il y auroit à faire pour un plus grand nombre de 

variables. ' : - • • > 

* Pour appliquer la théorie ci deflTus à l’intégration , oa 
•fuppofera une fuite algébrique de tranfcehdantes & de ar, 
ces tranfeendantes. étant des logarithmes exponentielles 
ou intercendantes de fuites algébriques j & comme le dé- 
gré où monte l’équation qu’on ;doit avoir entre chaqup 
fuite & fa fomme eft déterminé , mais feulement par 
la plus haute puiffance de la fomme, on fuppofera que le 
coefficient de chaque puiffance dey. cn.a; , au lieu d’être 
déterminé eft indéfini , ou même la fomme d’une fuipe 
récurrente. La forme de là fuitCi étant donnée dans cette 
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nouvelle ruppolîcion , forme qu’on aura aifément par ce 
qui précédé ; il ne reliera plus d’indéfini que les dénomi- 
nateurs & les numérateurs des lommes des fuites récur- 
rentes, &le nombre desfonékions logarithmiques qui peu- 
vent être ajoutées enfemble, fans que la propofée change 
de forme : pour les déterminer pour chaque cas particulier, 
on fuppofera d’abord qu’ils font déterminés au-dclTous de 
ce qu’ils doivent être , 6c on ajoutera feulement à la valeur 
de chaque coefficient , ce qu’une fuppofition plus élevée 
y changeroit ; on comparera enfuite, avec la propofée, ces 
fuites ainfi préparées , & la comparaifon conduira enfin à 
un point ou il n’y aura plus rien k ajouter pour avoir la 
valeur du coefficient , & tout fera déterminé. Voici un 
exemple de cette méthodequi la fera mieux comprendre. 

Soit le cas des fraétions rationnelles , 



ji'-¥-B'x-hC'x' hP'x” 

& qu’il faille trouver y. Je réduis en fuite le coefficient de 
je vois alors que la valeur dey en fuite, ne peut 

^tre que 1. dx^ , . . 

la fi-iite CL -\-b' X c' x '- .... étant une fuite récurrente, 8c 
la fuite a-i-éar ^^r cx^ ... . la fomme d’un nombre in- 
défini de ces fuites , je compare la valeur de dy donnée 
dans cette hypotèfc , avec la valeur donnée par la prépo- 
fee , en fuppofant que les fuites a~\-bx-^cx^->rdx^ .... 
d -H b'x ■+■ cx^ .... foient des fuites récurrentes fort 
fimples ; j’ajoute k chaque terme une quantité conftante » 
fi elle ne devient pas en général égale k zéro , je la fup- 
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pofe cc qu’elle doit être dans une fuppoficion où ces fuités 
foient plus compliquées , plus une nouvelle indéterminée , 
& ainfi de fuite , jufqu'à ce que cette nouvelle indétermi- 
née foit nulle en général , & alors le Problème fera ré- 
folu. Au rede, cette opération ne fera pas aulli longue 
qu’on le croiroit d’abord , pareeque les fuites qu’on fubdi- 
tuc dans la propofée ne pouvant contenir dans leurs coef- 
£ciens plus de quantités indépendantes de la loi de la fuite 
qu’on n’en trouve dans le coefficient de dx. 

11 ed aiféde voir qu’on pourra dans cette méthode dref> 
fer des Tables qui conriendroient par ordre routes les 
équations intégrales qui donnent_y en jr, avec les équa- 
tions différentielles qui y répondent & les changemen» 
qui y peuvent faire de nouvelles fuppofltions pour le nom- 
bre 6c l’élévation des fuites récurrentes. 

Quoique cette méthode , traitée ainfi par les fuites infi- 
nies , dont il ne feroit pas difficile de fe pafTcr , foit d’une 
grande commodité dans la pratique , & qu’elle conduife 
à une intégration abfolue ; fa plus grande utilité fera pour- 
tant de fervir aux approximations immédiatement ôc de la 
maniéré la plus commode. Toute équation différentielle 
peut , par la préparation que j’ai indiquée ci-dedùs, être» 
lorfqu’elle cd pofiîble , telle que y fubdituant pour y 
a-\-bx-¥ C3t^ •+■ dx^ • • • tous les cocfficiens des puif- 
fances de * s’évanouiflènt ; 6c cette fuite étant rendue 
convergente , donnera une valeur de y , d’autant plus 
vraie , qu’on prendra plus de termes , avec cette différen- 
ce cependant , que fi on peut tirer de l’équation propofée 
une valeur dey ca x ea cermes finis » la différence qu’il 

* i . 1 
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y aura entre’lâ valciiiri dey pr'ife dans la fuite & fa vràîc., 
valeur , pourra érre fiippofée plus petite qu’aucune quan- 
tité donnée , & que la (bmme de la fuite fera cette vraie 
râleur;' au lieu que dans -rautre cas, on peut, à la vé- 
rité , piu'venir à.iini rérmc , dans Ifi fuite-, plus petit qu’au- 
cune quantité donnée!; rnais jamais on' ne peut parvenir à* 
la vràfo' vkleur. '.Ceft! à peu-près la même chofe que lî 

l’ôii prôpbfoit "d’avoir \ i — «en nombres rationels. L’ex-‘ 
prciiionétar\t développée en fuite , fi «== i , on parvien- 
dra k la' fin ’il' la'vraie valeur"?. ; mais fi'« '= quoi- 
quc/plus on prcnci, de ^termes' , 'pius ôn approche de la 
valeur de \^x en nombres rationels , fi elle en avoit une ; 
jamais cependant on ne peut parvenir à cette valeur , par- 
ce qu’elle n’en a point. — ' 

. Lafuite a -4- bx .-f- cx*-4- flla* . . . étant fubftituée dans 
l’équation différentielle eri propofée, & étant rendue con- 
vergente , donne déjà une méthode d’avoir y en x par ap- 
proximation ; mais il s’en faut beaucoup que ce foit*li 
la' borner der rdtilité des-méthodes précédentes. De 
quelque maniéré que-y (bit donné en x , dès qu’il efl; quef- 
tion d’approximations , il eft clair que la valeur de x étanc 
donnée, on aura, par les Tables de logarithmes,finus,&c. i 
la valeur dey qui y répond. Je prendrai donc une forme 
généralequi'convicnne avec l’ordre d’une équation diffé- 
rentielle propoféc. Je fuppoferai d’un nombre fini de .tcr,-> 
mes les différentes fuites algébrique» qui enîteronc-dans jeç 
valeurs der,i, r,&c, en ar; ae-ôcr; af,/, &^e. 6C 

aufii la. fuite algébrique qui donncy>en a:,^ r 6cc. Je 

fubfticucrai 
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fobftitucrai dans la propofée la fiiicc ainfi terminée; j’cn 
déterminerai les coefficiens; & ajoutant à cette valeur, 
ainll trouvée, ce qu’il faut y ajouter, pour qu’étant ré- 
duite en fuite, elle donne la fuite dx^ . . . 

que j’ai dit ci delTus être la valeur de y , j’aurai une nou- 
velle valeur de y : fuppofant un terme de plus dans les 
r,s, f , &c. 6c dans l’équation finie entre & a:, r,s, r.ôcc, 
j’aurai encore une nouvelle valeur dey ; ÔC fi ces valeurs 
font de la forme que doit avoir la vraie valeur dey , & que 
la fuite a->r bx cx^ -h dx^ .... foit convergente , on 
aura par cette méthode des valeurs très approchées , en ne 
prenant qu’un petit nombre de termes dans la fuite qui 
refte dans chaque valeur. 

Quanta la maniéré de faire en forte que la fuite foit 
convergente , il faut remarquer que cette convergence 
vient ou de la pctitellc de x ou de celle des coefficiens : il 
faudra donc pour ce qui regarde x , faire en forte , par 
des fubftitutions convenables que x foie telle ( fi la nature 
du Problème le permet ) , ce qui arrivera , foit qu’on puifle 
avoir une variable x toujours plus petite qu’une quantité 
confiante donnée , qu’on a fuppofée égale à Tunité , 6C 
qui rend homogène la fuite en x , foit qu’on puifle fuppo- 
fer cette quantité confiante fi grande qu’on voudra, en 
forte qu’on puifle regarder x comme très petite vis-à-vis 
d’elle : fi cela étoit impoffible, parccque x ne pourroit ja- 
mais être qu’une quantité fufccptible d’avoir toutes les va- 
leurs poffibles ; alors on pourroit rendre la fuite conver- 
gente , tant que x fera très petite ; faire enfuite une au- 
tre fiippofition pour avoir ^ très petite lorfquc x fera 
.grande; une autre pour le cas où x fera à-peu-près égale 
au paramétré , 6c l’on parviendra ainfi au but qu’on fe 
propofe. H 
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Quant aux coefficicns, il faudra chercher une méthode 
convenable dans chaque cas particulier. Lorfqu’il eft pof- 
fiblc , comme dans le Problème des trois Corps , d’avoir 
par des Obfervations ou d’autres circonftances particuliè- 
res des valeurs particulières dey pour des valeurs données 
de X ; on pourra s’en fervir commodément pour avoir les 
coefficiens de la fuite. Si même on vouloir fe contenter 
de comparer les réfultats de la Théorie avec ceux des Ob* 
fervations , on le pourroit faire en comparant les coeffi- 
ciens trouvés dans la fuite , par le moyen des Obferva- 
tîons, avec ceux que donne la fubftitution de la fuite dans 
l’équation différentielle. En effet , fi ces coefficiens diffe- 
rent peu , que la fuite foit convergente ou non , il fera tou- 
jours vrai que les Obfervations & la Théorie s’accordent 
enlemble. On pourroit encore réloudre ces fortes de Pro- 
blèmes par cette méthode feule , fans employer leurs équa- 
tions différentielles lorfque les fuites feront convergen- 
tes , &: par conféquent indépendamment de toute hypo- 
thèfe phyfique. Cette derniere méthode pourroit fervir k 
calculer des Phénomènes dont les loix feroient inconnues » 
pourvu qu’on fâche de quoi ces loix peuvent dépendre. 
Mais il efteflentiel d’obfcrver ici qa’il n’cft vrai, que quel- 
qu’équation qu’on ait entre y Sc x y on auray = a -h 6x 
cx^ dx'> .... que dans le cas où on a fait la fub- 
ftitution indiquée ci-deffus ; qu’il faut donc qu’il y ait 
une conftante indéterminée g\ & qu’au lieu d’avoir la 
valeur de x par lc?S Obfervations , on a feulement celle 
x-\-gi ôc qu’ainfi, lorfqu’on veut déterminer les coeffi- 
ciens par les obfervations , il faut mettre pour x cette va- 
leur moins l’indéterminée g. Pourvu qu’on ne donne pas 
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a^une valeur particulière , on peut la fuppofer incompa- 
rablement plus grande ou plus petite qu’aucune autre quan- 
tité , ce qui peut quelquefois fervir avantageufement à ren- 
dre la fuite convergente. 

On fent qu’il feroit très avantageux d’avoir pourdcrcr- 
nuner les coefficiens par le moyen des Obfervations , une 
formule indéfinie pour un nombrc»indéfini de coefficiens 
-& d’obfervations. Ce Problème fe réduit à trouver la va- 
leur d’une inconnue donnée par un nombre indéfini «d’é- 
quation entre un nombre indéfini « d’inconnues; je tire 
cette méthode du Mémoire que j’ai déjà cité ici. Soient 

P ces inconnues , & qu’on ait 

a. a b y c -k- S' d t e P ■= A 

Œ ^ b y C -h S'' d -j- î C -f- P = A! 

a.' a b y" c-\- S" d-V- i e -H ïi' p-=z A" 

a!" a -4- ^'"b -4- y'^'c rv-h /"e -h rf > = A!' 

***•••••• • 

* **•••••• • 

Il eft clair qu’on aura en général 



Digitized by Google 



6o M E T H O D E 

& ainfî de fuite, ôîi en général on peut fuppofer a, a ,a", a**, 
&c. égaux à l’unité. On aura donc/? donné par une frac- 
tion , dont le Numérateur & le Dénominateur ne diffé- 
reront qu’en ce que l’un fera compofé de ^ A\ A'",‘ 
&c. , de la même manière que l’autre le fera de n, n', n", n'", 
&c. , & on formera cette valeur de p fucceflivcmcnt de la 
manière qu’on voit figutéc ici j d’où l’on voit que le nom- 

A _yi' 

— • ^ A -if 

bre des * ‘ ~ ou jzry > lorfque a , a\ a ^ &c. feront 

égaux à l’unité , fera 4’"’* , & qu’ils feront toujours diftri- 
bués quatre à quatre d’une manière femblable. 

Dans le cas dont il cft particulièrement queftion ici , 
on a les a , a, a", a", &c. égaux à l’unité , lcs/3,/S', )S"', 

&C. égaux aux valeurs de x données par un nombre n d’ob- 
fervations, les y , y\ y'\ y"y &cc. égaux aux valeurs dç 
données de mêmes , & ainfi de fuite ;ies n , n’, n", n'", &c. 
égaux aux valeurs de a:" , & enfin les A , A\ A'\ A"\ &c. 
égaux aux valeurs correfpondantes dey , que donnent les 
mêmes obfervations. 

Je n’en dirai pas davantage, mon but étant de donner 
des principes généraux , fans entrer dans des détails, qui 
faciliteroient aux autres des routes que je n’ai point le cou- 
rage de fuivre. 


CONCLUSION. 


T*elles font les vues que je propofe aux Géomètres 
fur un Problème dont la folution étoit fi importante pour 
le fyftême du monde, 6c qui a fi bien confirmé ce que Nev- 
ton avoir déduit du mouvement des Planettes principales. 

Mes équations dans les deux premiers Mémoires , font 
les mêmes que celles que le principe de la moindre aétion 
donne à M. de la Grange ; & quoique tirées d’un principe 
difTércnc , je les ai par la même Méthode. Cette façon de 
fuppofer que la même changeante varie de plufieurs ma- 
niérés à la fois i cft la clef d’une infinité de Problèmes ; 6c 
lorfqu’clle fera mieux connue , on en fentira encore mieux 
tous les avantages. Mon but n’a point été de réfoudre le 
Problème dont j’ai parlé , mais d’indiquer la voie qu’on 
pourroic fuivre pour le réfoudre généralement, dircéle- 
ment 6c exactement. Le Problème des trois Corps a été 
réfolu par trois célèbres Géomètres. Ils ont cherché .à en 
tirer une Théorie plus exaéte de la Lune 6c des Cometes , 
qui pût fetvir à perfectionner l’Aftronomie 6c la Naviga- 
tion , ôc à confirmer les idées de Ncvton fur le fyftême du 
monde. Ils fe font fervis pour cela des Méthodes d’Appro- 
ximation , les feules qui conviennent à ces fortes de quef- 
tions , fitôc qu’il s’agit de faire quelqu’application de la 
Théorie. Je fuppofe en effet que les équations du Pro- 
blème foient intégrées exactement. S’il s’y trouve quel, 
que fonction tranfeendante , ou même qu’en prenant la 
valeur du temps en l’une des coordonnées , ou celle d’ur>e 
des coordonnée en une autre , on aie à réfoudre une équa- 
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tion des fécond, troifiemc , quatrième degrés ; on aara 

des radicaux ou des fonctions tranfeendanres dans les for- 
mules du Problênje. Il faudra donc y faire entrer des fuites 
infinies & avoir encore recours auxMéthodcs d’ Approxima- 
tion. Qu’on fe ferve donc de ces Méthodes avant d’inté- 
grer ,ou qu’on ne les applique aux équations qu’après l’in- 
tégration ; je n’y vois aucune diflerencc : mais il y a des 
conditions néccffaircs pour toute Méthode d’Approxima- 
tion , qu’il n’cft pas toujours aifé de remplir , lorfqu’on les 
applique aux équations différentielles. i°. Il faut que la 
fuite donnée dans la Méthode d’Approximation , car 
dans toute Méthode d’Approximation il entre néccflaire- 
ment une fuite infinie; il faut, dis-je, que cette fuite fe 
puiffe continuer à l’infini , fans pouvoir s’arrêter à aucun 
terme 8c y changer , foie de forme , foie de nature; 8c que 
plus on prend de termes ou un terme plus éloigné du pre- 
mier , la fomme de la fuite ou bien de ce terme plus éloi- 
gné , diffère moins ; 8c il faut non - feulement que 
cela foit , mais encore que cela foit bien prouvé .à priori. 
2 ®. L’identité , foit de la fomme de la fuite entière , foie 
de fon dernier terme avec la vraie valeur , ou une valeur 
fenfiblement égale à la vraie, doit êtrerigoureufement dé- 
montrée ; 8C fi les cocfïleiens dans les fuites fe déterminent 
par la Méthode des indéterminées , il fuit avoir démon- 
tré à priori que la forme qu’on lui fuppofe eft celle qu’elle 
doit avoir. La Méthode de M. d’Alcmbert remplit exac- 
tement tout ce que je viens de dire : ainfi tout ce qu’on 
pourroit faire ne conduiroit au but, ni plus dircctemenr , 
ni plus exactement ; en effet, fi on defire plus d’exaéU- 
tuJe , il n’y a qu’à continuer plus loin Tes formules , 8c y 


Digitized by Google 


Conclusion, 6} 

fairè entrer l’altération du mouvement que l’Auteur de la 
piece couronnée en lytfz , a appris à calculer. Ce tra- 
vail doit particulièrement regarder les Aftronômes : il 
exige , à la vérité beaucoup de connoiiTances de calcul , & 
peut-être plus qu’on n’en peut acquérir ordinairemenr, fans 
®^ê^*gcr les autres parties de r A ftronomie. Mais il n’en cft 
pas moins vrai que ce que le Géomètre peut faire mainte- 
nant fur ce fujet comme Géomètre , n’cil plus que de pure 
curiofité. 

J’ai cru ce détail néceflàire pour qu’on ne fût pas étonné 
des bornes oii je me fuis renfermé fur le Problème des 
trois Corps. Quant aux travaux néccflaircs pour les Pro- 
blèmes plus compliqués, j’avoue franebement que je les 
ctois au'-deiTus de mes forces , & fur tout de mon coura- 
ge : bien que , dans les divers morceaux que la néceflité de 
déféndrefa folution a fait publier à M. d'Alembert, on 
trouve fur les Méthodes d’ Approximation , & fur- tout fur 
la manière de s’alTurer de leur bonté indépendamment des 
réfultats , nombre de cholês qui ferment de la plus grande 
utilité , 8c qu’une fagaciré finguliere pouvoir feule deviner 
& employer. 

Le peu que j’ai dit au commencement du troijèeme Mt- 
tnotre , cïl fuffifant pour faire fentir aux Géomètres de 
quelle Méthode ils pourroient fe fervir pour réfoudre un 
Problème célébré dans la folution duquel on n’avoit , de- 
puis Defeartes , fait que peu de progrès. La Méthode que 
je propofe cft générale pour un degré qoelconqne , 8C je 
l’ai mife au point de ne laiflèr plus pour déterminer la for- 
me des racints d’une équation donnée , d’autres difficultés 

à réfoüdre que celles qui naîtront néccllàirement de la 

# 
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Complication & de la longueur des calculs. M. Euler a fait 
fur cette matière quelques réflexions fcmblables , qu’il 
* propofe comme des conjectures : un peu de méditation 
fufKc pour s’afTurer que les miennes font une fuite nécef^ 
faire de la nature des équations. Il n’y a rien de commun 
entre l’Ouvrage de M. fontaine fur cette matière , Se mes 
courtes réflexions. Cagrand Géomètre détermine la forme 
des racines d’une équation en cherchant par comparaifon 
entre toutes les formes poflîbles , celles qui peuvent con- 
venir à une équation propoféc. II confiderc les racines 
comme réelles ou imaginaires , pofitives ou négatives , 
compofées de quantités égales ou ^égales , plus grandes 
ou plus petites les unes par rapport aux autres; mais cela 
ne conduit p.is immédiatement à en avoir la valeur. Comme 
Ce travail cft très intéreflane, je crois que les Géomètres 
me pardonneront d’inférer ici quelques réflexions qui ten- 
dent à démontrer & à développer l’efprit de la Méthode , 
que fon célébré Auteur n’a fait qu’expofer. Je fuppofe qu’on 
ait devant les yeux l’Ouvrage de M. Fontaine , qui fe trou- 
ve dans le Recueil de fes Œuvres, 5 c dans les Mémoires de 
l’Académie pour l’année 1747; ôcjcdis, i®. Que fi j’ai 
une équation du dégré /i dont les racines foient mifes fous 
les formes que leur donne M. Fontaine, 6c que ces racines 
ne contiennent qu’un nombre^ , inférieur à /^dc quanti- 
tés a , ^ , c j’aurai pour ce cas un nombre — g de 

fonctions de /»,«,/> égales à zéro. En cfTct, 

par la comparaifon de la propoféc avec le produit de fes 
racines, j’aurai un nombre/' d’équations pour un nom- 
bre g d’indéterminées. Ces fonctions qu’on trouvera dif- 
férentes pour chaque fuppofition dilFércntes de facteurs fe 

trouveront 
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trouveront fous une forme rationclle par les procédés con- 
nus, & les égalant à zéro, on aura des conditions pour 
chaque fy ftême de faéleurs; car les équations de chaque fyf- 
tême prifes toutes enfemble, auront toujours lieu dans 
chaque fyftême, ôc ne pourront avoir lieu dans aucun au- 
tre. 2®. Que fi j’ai un fyftême de faéleurs qui contienne 

un certain nombre de a , ^ , c , j’aurai plus grande 

ou plus petite que zéro , une fonction qui deviendra égale 
à zéro; lorfque faifant, par exemple, bz=zcou c = o, 
ce fyftême de faéleurs deviendra un de ceux dont je parle 
dans l’article ci-deflus. Il y aura autant de ces fondions , 
qu’il y aura de fuppofitions poffibles pour ramener le fyf- 
tême de faéleurs donné h un autre fyftême qui contienne 
une de moins des quantités a , 5 , c ... . & ces fonctions 
feront telles qu’en les ruppofant nullcs , 6e y faifant les fup- 
pofitions qui les rendent telles, elles donnent les équations 
qu’on auroit trouvées par l’article précédent. 3°. Queft 
pour un cas particulier d’un fyftême defa£teurs,unedeces 
fonctions eft plus grande ou plus petite que zéro:clle fera du 
même figne dans tous les autres cas du même fyftême. En 

eftée, fi cette fonction eft telle que, faifant'^ = c ou c=o, 

h 

elle devienne zéro ; elle fera ^ • b — c ou A c^. Or, une 
telle fonction fera toujours du même figne , puifqu’on a 
^ c , c > O , 6c que A ne peut changer de figne. En 
efFet , fi A pouvoir changer de figne , il pourroit devenir 
zéro ; donc la fonétion propofée égalée à zéro ne feroic 
plus une condition du fyftême de facteurs où elle a lieu , 
ce qui eft contre l’hypothèfe. 4®. Qu’il faut diftinguer 
trois cas où ces forces de fonctions peuvent fervir de con- 

• I ■ ‘ 
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ditions pour diftinguer difFércns fyftêmes de facteurs. D’a- 
bord deux fyftêmes de facteurs peuvent être rappelles à un 
même fyftême , en faifant b=ic. La foneStion qui , après 
cette fuppofition fera égale à zéro , fera dans un cas 

h k 

A • b — c, & dans l’autre A> c — b ; cela cft évident 
par la forme des faéleurs de chaque fyftême , & A doit 
être un nombre impair ; fans quoi un fyftême feroit l’au- 
tre , ce qui eft contre l’hypothèfe ; donc , la même fonétion 
fera pour un fyftême de faCftcurs > o & o pour l’autre. 
Dans le fécond cas , deux fyftêmes de facteurs Ce peuvent 
rappeller à un même fyftême , en faifant dans l’un b-=.c y 
& dans l’autre c = o : ce cas a lieu pour la comparaifon de 
deux fyftêmes , dont l’un contient plus d’imaginaires que 
l’autres. Il faut donc que la fon<ïion qui eft pour l'un 

A 'b — c devienne pour l’autre nulle , lorfquc c = o; 
mais l’un des fyftêmes de faéteurs devient l’autre, en y 

mettant b — c pour c \/ — * j donc.^ ‘b — c doit de- 
h 

venir A • cy/ i ; donc h doit être pair, puifque A cft 
réel ; donc la fonction qui fera < o pour un fyftême , fera 
< O pour le fyftême correfpondant. Dans le troifieme cas, 
une même fuppofition rappelle deux fyftêmes de faétcurs 
à deux différens , mais dans Icfquels une même fonétion 
eft égale à zéro ; 5c alors, ou elle eft de figne différent dans 
les deux premiers fyftêmes , ou elle cft de même figne, ÔC 
les fo nétions qui font >- o ou o dans le cas où elles 
deviennent nulles , ne changent pas alors de figne ; ce cas 
fe démontrera comme les précédents. 
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II n’y a point de fyftême de facteurs pour un degré 
quelconque , donc on ne piiiffe trouver les conditions ca- 
raétériftiques par cette méthode; & il ne fera queftion 
que d’avoir pour un degré quelconque , les conditions gé- 
nérales pour chaque fyftême où il n’entre qu’une quanti- 
té a : car quelques foienc le nombres des c. ..... . 

dans un fyftême propofé , on tirera ces conditions de celles 
des fyftêmes où ce nombre fera moindre d’une unité, Sc 
ainfi de fuite , jufqu’à celles des fyftêmes où il n’y a qu’une 
quantité a. 

Lorfqucle nombre des a, hy c eft plus petit que 

l’cxpofant du dégré de l’équation : alors , fi les a , ^ , c . . . . 
font eux- mêmes les racines d’une autre équation d’un 
dégré inférieur , comme cela arrive néccffaircment lorf- 
qu’il n’y en a que deux , on réfolvera la propofée en ré- 
folvanc cette nouvelle équation d’un dégré inférieur; & 
dans tout autre cas, on pourra parvenir à une équation 
de même dégré , mais donc les coefficiens feront les raci- 
nes d’une équation d’un dégré , dont l'expofant foit égal 

au nombre de fois que les a , ^ , c font répétés dans 

les racines. 



* « ' * 
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ÉCLAIRCISSEMENT 

Sur U Calcul IntigraL 

Un grand Géomctre que je cite ici , non pour lui faire 
honneur, mais pour m’honorer moi-même , en apprenant 
au Public qu’il daigne s’occuper de mes Ouvrages & me 
favorifer même de fes confeils; M. de la Grange m’a fait 
obferver qu’il y a des équations différentielles, dont les 
intégrales ne fe trouvent point dans les Tables que j’ai 
données pour ces équations , dans la fécondé Scélion de 
la première Partie de mon Ouvrage ; d’où il fuit que ces 
Tablcsque jedonne pour générales , font au moins fujectes 
à une infinité d’exceptions- L’importance de la maticre 
exige de moi qu’en convenant franchement de mon tort, 
je cherche à le réparer. Je me propofe de le faire ici; & 
pour cela, je vais expliquer la nature de ces exceptions 
qui dérruifent la généralité de mes Tables , & les moyens 
d’y remédier; j’y joindrai quelques Réflexions importan- 
tes fur cette maticre qui m’étoient échappées: je donnerai 
enfin une méthode d’intégrer qui ne fuppofera point la 
conftru£tion des Tables. Il me femble qu’il fera aifé de 
conclure de ce que je vais dire , que la défciffuofiré de mes 
Tables cfl: un défaut de la méthode ; défaut qui eftune fuite 
delà nature même du Calcul , en forte qu’il n’yait aucune 
méthode générale pofiiblc de Calcul Intégral qui ne foit 
fujetee àdes inconvéniens femblables , ou à de plus grands 
encore; que la maniéré d’y fupplécr que je propofe ici eft 
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auffî fimple qu’elle peut l’être par les mêmes raifons. Je crois 
que ceux qui auront lu avec attention toute la première Par- 
tie de mon Ouvrage & ce que j’y vais ajouter ici , ne trou- 
veront pas cette aflèrtion téméraire , & me difpcnferonc 
d’entçer dans le détail des motifs qui m’engagent à penfer 
ainli. 

Les Tables que je donne dans l’Article troi{îeme ,p. y 3, 
contiennent par ordre les différentes formes d’intégrales 
qui, étant differentiées , produifent les équations diffé- 
rentielles d’une ‘forme donnée : telle cft le principe fur le- 
quel je les ai conftruitcs , & elles font générales dans ce fens. 
Mais fi je donne des valeurs particulières aux coeffîciens 
de ces formules que j’ai fuppofés généraux , les différen-i 
tiellcs qui en réfultent peuvent peut-être s’abaifler, fans 
que les intégrales changent de forme j & cela arrivera, 
foit que les cocfEciens des termes tes plus élevés de ces dif^ 
férentielles s’évanouiffènt , foit que ces différencielles aient 
des faékcurs. Alors les différentielles d’un dégré donné 
pourroient avoir pour intégrales ou les intégrales générales- 
pour ce dégté , ou des cas particuliers d’intégrales fupé- 
rieurcs où l’abbaiffement ait lieu. Il faut donc pour avoir 
les intégrales de cette derniere claffe d’équations , former 
une Table qui contienne tous ces cas particuliers. Voilà 
où je m’étois arrêté , & ce dont les obfervations de M. de 
la Grange m’ont fait fentir la néceffité. 

Quelque particulière que foit une forme d’intégrale, elle 
cft toujours telle , excepté pour le as de ax-^iy-i-cp=Of. 
que dans l’équation différentielle qui y répond , il puiffe y/ 
avoir cinq coeffîciens indéterminés f parccqu’on n’y cban' 
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gc en aucune façon la forme de l’intégrale ni de la difFé- 
rcnciclle , en faiôinc x — Bu-^- Cp^ ^y=A':^-^rB'u 

-)rC'p ; mais il s’en faut de beaucoup qu’aucune des for- 
mcsd’intégrales que donnent mes Tables , laiflcnt indéter- 
minés tous les cocfficiens de la différentielle qui y répond. 
Cependant, l’équation différentielle où ils font fuppofés 
quelconques, a une intégrale, comme je l’ai démontré 
dans la première Partie , Seéfion première. Cette inté- 
grale eft donc pour chaque dégré une des formules géné- 
rales des degrés fupérieurs. Il faut que cette forme con- 
tienne au moins autant de coefficients indéterminés , qu’il 
y en a dans l’équation différentielle ; il faut encore qu’elle 
folt telle que le cas particulier où l’abaiffcment a lieu , ne 
le rappelle pas à une forme d’un dégré jnféricur , cela fe- 
roit contre l’hypothèfc , ic que Tes conditions de cet abaif- 
fement laiflent un nombre de cocfficiens indéterminés, 
égal à celui des cocfficiens de la différentielle. La Table 
descas où cet abaiffement a lieu, donnera les intégrales 
qui fatisfont i ces conditions pour chaque dégré ; & 
ces intégrales ne feront pas fort élevées , par rapport 
auxdégrés auxquels elles appartiendront; pareeque plus 
on les fuppofera élevées , plus le nombre des équations 
entre les cocfficiens , furpadèra celui des cocfficiens qu’on 
a déterminer , en fuppofant que ceux de la différentielle 
font quelconques. Cette forme générale étant trouvée, 
il y aura des cas particuliers qui lui échapperont ; les uns 
appartiendront à des formes moins compliquées , on les 
aura par ce que j’ai dit ; d’autres appartiendront k des for-' 
mes plus compliquées, j’en parlerai ci-deflbus; d’autres enfin • 
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n’appartiendront à aucune forme , 8c ce font ceux où la 
difFérentielle auroit un fa£lcur ; car dans ce cas, fi ce fac- 
teur n’eft pas un de ceux par Icfqucls on peut avoir bcfoin 
démultiplier l’équation différentielle, pour qu’elle foit la 
différentielle exadfc de Ton intégrale , il n’y a aucune équa- 
tion intégrale qui puiffe produire l’équation différentielle , 
mife fous cette forme. Ileftdoncindifpenfable , avant que 
de chercher à intégrer par le moyen des Tables , de s’affû- 
ter par les méthodes ordinaires , que la propofée n’a point 
de faéheurs, & de l’cn débarraflcr fi elle en a. 

Ce que je viens de dire des équations deux variables , 
eft également vrai pour un nombre quelconque de varia- 
bles , en obfervant que le nombre des cocfficicns qui ref- 
teront toujours indéterminés, fera pour un nombre n de 

variables ,«*/î-hi — i;6c qu’au lieu d’une équation 
différentielle où tous fes coeffidens foient indéterminés , 
on aura à traiter une équation où ils ne feront liés entr’eux 
que par les conditions néceflaires pour que ces équations 
ioient pofiiblcs. 

J’ai déjà dit que l’abaiflement des équations différen- 
tielles avoit lieu de deux maniérés. La première , lorfquc 
les cocfficicns des puiffanccs des variables fc trouvent nuis 
dans un ou plufieurs des rangs fupérieurs de l’équation dif- 
férentielle. Soit, par exemple. 


yy^ tpy yp^ • âx é'px -h ÿp^ • dy =o. 

L’intégrale de cette équation eft par les méthodes ordi- 


naires 


' . 1 4 - O, a & ^ étant les 

b— a * - 4 - » * — “ ’ 




racines de l’équation H- ^'p x -h yp^ bc d S<.b* 
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fufceptiWcs du fécond abailïcment , on faic de quelles 
formes l’intégrale cft fufcepcible &C où elle s’arrête. 

S't ^ &c B contenoient une ou plufîeurs fondions affec- 
tées de radicaux , il faudroit que dans les deux fuites 
ci-dclTus , ces fonctions fuHent fcmblablemcntaux;c 
L’intégrale n’en peut point contenir d’autres , cette remar- 
que eft très importante pour les quadratures. Voye:^ le 
Mémoire précédent. Il en feroit de même Çi A bi. B conte- 
noient des fonétions tranfeendantes ; cela s’applique auflî 
aux équations polfibles à trois, quatre variables, &c. Si 
j’ai Ai- X -\- B d^y -h C = o , en forte que A ^ B ^ C 
foient des fonctions algébriques de a: , y , dx , dy ^ W efl 
clair que cette équation , (î elle efl poflible , deviendra 
une différentielle exaéte , en fe multipliant par une fuite 
femblable à celle ci-deflùs , en regardant & dy comme 
deux nouvelles variables qui doivent y être homogènes 
cntr’ellcs ; mais on a les équations de condition pour ce 
cas , & elles ferviront à trouver les cocfficiens de cette fui- 
te ôc le point où elle finit. Cette fuite trouvée , la Remar- 
que II du IV Problème , donnera le moyen de traiter 
cette équation du fécond ordre , comme une du premier. 
Quelle que foitla forme d’intégrale , dont foit fufccptible 
une différentielle du fécond ordre, il cft clair qu’on peut 
trouver en la multipliant par une fonclion algébrique , & 
intégrant enfuite , chacune des deux différentes équations 
du premier ordre qui y répondent , & dont M. Fontaine a 
le premier connu l’cxiftcnce, la fuite fera donc fufeepti- 
bie d’avoir deux valeurs ^ mais comme il peut arriver que 
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J’intégrale d’une des deux difFércnticIles exacl:esqui y ré- 
pondent , ne foie pas fous une forme à y appliquer la Mé- 
thode pour avoir l’équation finie; s’il arrive qu’on choififfe 
•celle-là , on n’aura pas travaillé en pure perte pour cela , 
pareeque trouvant l’autre équation du premier ordre , fa 
comparaifon avec la première, donnera l’intégrale finie 
par deux intégrations fuccclîîves aux différences premiè- 
res, de même que fi on avoir choifi celle à l’intégra' 
tioii , de laquelle on peut appliquer la Méthode ci-deflus. 
Ce que je viens de dire du fécond ordre cft également vrai 
du troifieme , du quatrième , êcc. ; en forte que de qucl- 
qu’ordre que foit une équation différentielle , on n’aura 
jamais à intégrer , en effet , que des équations du premier 
ordre , dont l’intégrale fe trouvera fans difficulté d’après 

ce que je viens d’établir. 

On fent maintenant que pour ne laiffer plus rien à defi- 
rer fur le Calcul Intégral , il ne me refie plus qu’à donner 
un moyen d’intégrer les différentielles exaéles , affeélées de 
radicaux , c’cfl-à-dire , de les rappeller aux différentielles 
rationnelles : foit une équation du premier ordre qui con- 
tienne un radical d’une fonéliondex ôc dc_7, je l’appelle ? ; , 
& alors la fonélion différentielle fera une différentielle 
cxa£lcd’unefonâ;iondex,y, ou pour on aura mis 
fa valeur tou] ours rationellc, 6c x,jK, j, dy. Cela pofé, 

je dis ^ I®. que l’intégrale de cette fonélion ne pourra pas 
être plus élevée que celle de la plus haute fonélion ratio- 
nclle,qu’on peut avoir en mettant à la place de dx fa valeur 
en <^6c</î,ôc à la place de dy fa valeur en dxiL 
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1 que foie Ad\ -\-Bdy la propofée ,& d\ = A'dx-\-B'dy. 
La formule 


^ -i- b'x c y -f- a'j • • • • 


d\-^~ A 


y X *4- c*y -f“ • • • • 


A'dx 


-^B 


ü -f- i* -H cy -H ' • • 


B'dy doit erre une difl'd- 


rcntiellc exa£le d’une fonction de Cela fervira 

.déterminer les coefiîciens de la fuite qui fera toujours finie, 
& on n’aura plus alors à intégrer qu’une fomftion ration- 
nelle. Cette méthode eft , comme on voit , générale pour 
un nombre quelconque de radicaux. ' 

Les équations aux différentielles partielles ^onc trop 
importantes pour que je puific me refufer à joindre ici le 
moyen d’y appliquer la Méthode précédente. Soit donc 
une de ces équations du premier ordre entre ? , & y » 

|e dis que fi elle admet une folution complette, & qu’elle 
ne foit pas réductible à une équation ordinaire du même 
ordre , elle fera fufceptlble de la forme. 

Adi -f- Biy H- Cdi Adx-\-C'^-^^dx 

hldx^îid-^^Pdi Mdx-^P-}d~°' 

dx 


Comparant terme terme , avec la propofée , on déter- 
minera deux des A , B ^ C , en My P , on aura 
une équation entre M, N y jP , ou réciproquement , 6c 
on déterminera le refte d’après ce que tous ces termes doi- 

vent être de la forme 

S)C que Adx-h B dy Cd\ , Aldx-\- Ndy-\-Cd'^ doi- 
vent être des différentielles exaCtes \ &C alors l’intégrale fera 
J'Âdx -+- Bdy->fCd[-^-F>j Mdx-\-^ dy~^Pdi = o' 


Digitized by Google 


8o Eclaircissement 

ou bien que AJx ■+■ Bdy -+■ Cd\ -hQ • Mdx -\-Ndy-\-Pd[ 
foie une difFérentielle exa^le , Q pouvant contenir une 
tranfeendante ; & alors l’intégrale de cette formule fera 
l’intégrale cherchée. Ce dernier cas ne peut fe diftinguer à 
priori du premier , parccqu’il fe peut rappellcr à une équa- 
tion du fécond ordre fans différences partielles. Le Pro- 
blème fe fimplificroit beaucoup , fi on favoit qu’on put 
faire P=. o ; & les cas où cela cft permis , peuvent auffi fe 
déterminer à priori. 

Cette Méthode s’étend aux cas plus compliqués. J’a- 
vertirai ici en paffant, que dans la formule F <s>x y 
F' my\ de la page 89 , & dans les formules fcmbla- 
bles , que <I) peut contenir pourvu que ne fe trouve 
point dans dF ^ Sc que cette fuppofition n’y introduife 
point de nouvelle tranfeendante.""' * 

On pourroit audi employer pour ces fortes d’équations, 
la Méthode fuivante , qui , fans être générale , cft allez 
étendue ; foit une équation aux différences partielles en 
^yX&Cy. Je cherche à l’intégrer, en regardant x fcul 

comme variable, & ^^s ^ , &c. comme des fonctions de 
a:; fi j’y parviens en général, & qu’il me foit polîîblc 
d’éliminer les ^ à J’aide d’une équation entrer & j', on 

a tirer de l’intégrale générale une valeur fans dx : il ne 
fera plus difficile de réfoudre la propoféc par les Métho- 
des ordinaires de Calcul Intégral. Tous les cas réfolus 
par M. de la Grange , font compris dans cette Méthode. 

La Méthode du Problème III de la féconde Partie du 
Calcul intégral , n’cft ni allez direde , ni allez fimple, 6 c 

manque 
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ne dîfFcrenc de l’une ou de l’autre que par le dernier terme , 
ce qui eft la fuppofition la plus fimple ,on verra naître des 
différentielles de tous les dégrés. J’ajouterai ces Tables , 
ainfi conftruites, à celles que j’avois déjà, & j’aurai de 
nouvelles Tables qui contiendront pour chaque dégré d’é- 
quations différentielles , tant les formes générales qui y 
répondent , que les formes qui reluirent des cas particu- 
liers où d’autres formes plus élevées s’abaiffent à ce dégré 
par l’évanouiffement de leurs rangs fupérieurs. 

La féconde efpece d’abaiffement a lieu , lorfquc dans 
un cas particulier une forme générale efl: telle, que l’equa- 
tion différentielle qui y répond, puifle avoir un fadeur 
d’un ou pluficurs dégrés. Soit , par exemple , l’équation 

xy - — X — zny • dx - 4 - x dy = o 
Son intégrale eft en général 

a — r • -h 3 ^ • Jc’’ -+- 4 c — b • -¥• &c. 

— 1 &CC. y — 

J I — x-^ax^ — bx^->ry — xa — 1 * x-\-i b — a>x^ 


— 4 c — b •x^-\- &c. — lx■^r N=o , 


faifant a — — 




J ‘ X Irt 


U, c; 


X • 5 — n 
^ ' t — X /I 




ainfi de fuite. Cette intégrale eft finie toutes les fois que n 
eft un nombre entier pofitif ; donc dans tous ces cas , cette 
intégrale eft fous cette forme intégrale de l’équation 
propofée. Plus n eft grand , plus ces formes deviennent 
élevées; 6c n pouvant être fuppofé aulli grand que l’on 

K 


/ 
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veut , fans que I équation diiFérentielle change de forme 
pour cela , il eft clair que cet abailîcmenc peut s’éten- 
dre à l’infini. Cet exemple m’a encore été propofé par 
M. de la Grange. Voye^y Jur l' Intégration de t Equation 

xy^ — X — 1 ny • dx xdy = o , /c troifieme Volume 
des Mémoires de la Société de Turin. On peut faire fur 
ce cas les mêmes réflexions que fur celui que je viens de 
traiter , on verra , en effet , que fi je rends générale la forme 
de l’intégrale pour chaque valeur de & que je la difFé- 
rentie, j’aurai des différentielles de différens dégrés, mais 
que toutes fe rapporteront au troifieme dans ce cas parti- 
culier, parcequ’elles auront des facteurs plus ou moins 
élevés ; en forte que l’équation fous la forme où elle fe 
préfentc, n’efl que la vraie équation diffé rentielle . pro- 
duite par chaque forme ôc diviféc par un faéteur qu’elle fe 
trouve avoir accidentellement. 

Maintenant pour drefler une Table de tous ces cas , il 
faut , fans chaque forme d’intégrale des précédentes, cher- 
cher les conditions des cocfîîcicns, pour que la différen- 
tielle ait un faéteur d’un dégré plus ou moins élevé, ob- 
ferver les cas où ces conditions ne changent pas l’intégrale 
de forme, & en former une Table. Il faut remarquer main- 
tenant, i''. qu’en conftruifant cette Table, on parviendra 
.à trouver pour chaque dégré d’équations différentielles , 
leur forme intégrale générale &: indépendante de toute 
condition entre les cocffîciens dont j’ai parlé ci-deffus. 
Z®. Que cette Table ne contiendra par elle-même qu’un 
nombre fini de formespour le cas où la formule d’intégrale 
cfl: algébrique ; mais que pour les autres cas, elle en peut 
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contenir une infinité. Ceci feroit un bien grand inconvé- 
nient , &c rendroie même prefquc inutile tout l’appateil de. 
la méthode , s’il n’y avoit pas moyen d’y remédier ; mais 
d’abord il fera aifé de former une fuite des différentes for- 
mes d’intégrales pour différens dégrés , qui , lorfquc leurs 
cocfficiens ont certaines conditions , s’abai lîènt à un même 
dégré , Sc on pourra chercher par les méthodes connues 
Je terme général de cette fuite , & la forme générale de 
ces conditions. D’ailleurs, i le terme algébrique de cha- 
que formule intégrale fera toujours 


P P P P 

P P P P 


ces fuites étant toujours finies. i°. La fonélion tranfeen- 
dante fera la fomme de logarithmes de fuites femblablcs ; 
mais fuppofant ces fuites les plus fimples qu’il eft poflîblc , 
&c le terme algébrique confiant , il cfl clair que plus on 
prendra de ces logarithmes , plus le dégré de l’équation 
différentielle qui répond à la forme intégrale fera élevé , 
quelque fuppofition que l’on fafîè ; donc le nombre n’en 
pourra être indéfini pour un dégré donné ; donc le nom- 
bre des fonctions logarithmiques plus élevées , ne le fera 
pas non plus. Cela pofé , on aura pour chaque dégré un 
nombre fini de formes générales & indéfinies : on fuppo- 
fera l’équation propofée, multipliée auffi par une fuite 
indéfinie : on la comparera avec l’équation différentielle 
que produit la forme générale , & on déterminera , par 
cette comparaifon , tous les cas où une certaine valeur don- 

Kij 
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manque de certe analogie qui plaîc tant/ V oici des moyens 
d’y fuppléer. D’abord , fuppofant que dans les équations 
de conditions que donne le Problème II , pour le cas du 
Problème III, on ait regardé comme nuis les termes multi- 
pliés par y^V'^V" . . =o,8cc. 

on fubftitucra dans ces équations les valeurs des plus hau- 
tes dilFérenccs , tirées de la propofée & de fes différen- 
ces; & lorfque la propofée fera poffiblc, toutes les équa- 
tions précédentes fe réduiront à une. En fécond lieu , les 
mêmes équations étant trouvées par le Problème III, il ne 
fera pas difficile d’en tirer une fuite infinie d’équations fem- 
blables , dont la loi fera donnée , & qui contiendront éga- 
lement toutes les différences partielles de A-\rA'-^A"> • • • 
toujours au premier dégré , je les regarderai chacune 
comme une variable particulière , ôc j’aurai les équa- 
tions de condition convenable par la formule en fuite , 
qui fe trouve à la fuite du troifiemc Mémoire. 

La complication de ces équations eft une conféquence né- 
cefTaire de la fuppofition qui a été faite pour repréfenter 
les diffsnccs finies , fous la forme générale d’une fuite in- 
finie ; mais on peut s’en pafTer , & avoir des équations de 
condition plus fimples. i®. Soit V = , dV ■=■ d • $ 

iB dV , IB . , S^B ^ dB 


dx 


^ — 
dx ^ dp ' 




d- = 

dp 


J m mais d ^ J I» fj ~ J 

dp ^ dx - dx 

^ -+- un terme qu’il faut chercher, ce 

terme eft égal à ce que devient S' B , en ne regardant com- 
me variables, que les p que la différentiation fait naître. 
Or , il eft clair qu’appellant B' ce que devient B^ en faifanc 
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8î Eclaircissement 

•a: = X - 4 - cT ou-x -+-p, p = p -h Sp ou q 


Sc (le 


même pour les autres variables ,ce terme fera la clifFércn- 
tiellc de B\ en ne regardant comme variable que x-\-py 


* d IB* 

fubftitué à la place x , ce terme fera donc ; donc (î 


• i B • 

la fonction eft du premier ordre , d • fc réduifant à 

^ ^ dV . dB dV dW J, ^ dv 

ce terme , on aura ^ = cT - ; d ou — 

S O pour équation de condition; on en aura une 

femblable pour chaque variable. Il eft aifé de voir que 
cette Méthode s’étend à un ordre quelconque.' 2°. Ou 
pourroit employer audila Méthode d’intégrer par parties 
qu’emploie M. de la Grange ; car intégrant ainfi 2 dV^ les 
termes qui reftent fous le ligne afl'cétés de la caraétérifti- 
que d, doivent être nuis. 3 Soit/’ une fonétion finie , P 
fa fécondé valeur , la valeur inférieure; la différence eft 
F' — /*: y mettant à la place de Je, x — S'x , & ainfi pour 
chaque variable, cette différence deviendra F — F^ ;mais 
fi on met à la place de cTje, — S'x , & de même pour les au- 
tres variables , on aura F ^ — /*; donc faifant fucceflive- 
ment ces deux fuppofitions , lorfquc la propoféc eft une 
différence exacte , on doit avoir des quantités de figues 
différons. Cela s’applique aux ordres plus élevés mutâtes 
mutandis. Les équations de condition pour la poflibilité 
des équations fe tirent immédiatement des deux premicres 
Méthodes qui conduifent aux mêmes formules, 8c fbntfuf- 
ccptibles des mêmes cxcentions que les Méthodes abfolu- 
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ment femblablcs, que j’ai données ci-dcvanc pour les dif- 
férences ordinaires. Ces fortes d’équations de condition ,, 
peuvent auflî fe tirer de la derniere Aléthodc. 

Lorfqu’on a une équation aux dilFérences finies d’une 
forme finie , les rranfeendantes de l’intégrale s’y trouve- ’ 
^ ront ; ainfidansce cas, il fera toujours facile d’intégrer f 
les équations aux différences infiniment petites ou elles fe 
réduifent. • * 


FIN, 


r* 'i c f { 
0 ^ U J. 
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ERRATA. 


Page ii , ligne , y"x" , mcitcz y" , x". 

Page , ligne 11 , </ J'-H i/Q , mettez i J" + </ Q' ; he. d Z d R . mettet 
dZ'-^dU'. Ligne 14 , < 1 1 '", mettez t/ Ligne z f ,</ Z” , mettez d Z*. 

Page 18 , ligne i , à t un feuUmtnt drs fuüturs du dénominuitur , au lieu <le/“ » 
mettez 

Page 50 , ligne 5 , à compttr par le las , la valeur de a , Ufez la valeur de n. 

Pageji,/tf I , égale , Ayi égal. Ligne antépénultième l — pJ’ 
mettez i — p ■ xl^' -f- p — 1 • x^. 

Page {4 , hgrie 11 , lafomme , / /é{ le produit des puiffances. , 

Page tf , ligvit y , nc.pouvant , iij<i ne peuvent. Ligne 10, dans, lifti^ par. 

Page J 6 , ligne 16 , o.Vj en. 

Page <5 , ligni.ii , avant le fécond alinéa, ajoute^, il ne fera peut être pas hors 
de propos d'obfetvcr iei , que depuis l'impielTion de cette Conclulîon , de nou- 
velles Réfleiions m’ont conduit à trouver de nouvelles preuvet tt ana- 

liiiques de mon fentiment fur la Méthode de M. d'Alcmhert : elles me pa- 
roilfemétaldir déinonftrativemcnt , que cette Mé hode cfd ftffifantc pour ré- 
foudre le PioMcme des trois Corps par Approximation , fous quelque forme 
qu’il fe préfentc. ^ ( 

Page (6, ligne 19, <^o , mettes ^ o. Ligne antépénultième , ou o, mette\^ * 

ou O. 

Page 71 , ligne antipénultieme , après l’infini, ajoute^ car. 

Page ligne 18, -\-y . mette[ + &c y i au bout de la mime ligne , ajeute^ 

-4- Stc. Ligne antipinultieme y forme \niigpa\e . /tyij forme l'imégrale. j 

Page 74 , ligne 8 , on verra , lifii on voit. Ligne 1 8 , fans chaque forme d’in- 
tégrale des ptécédentes , lifei^ fous chaque forme d’intégtalc des Tables précé- ^ 

dentes. 

Page 77 , ligne 5 , fuflent , lifei entralfent. 

Page 7p , ligne i , mettez ^dx. Ligne iz , bx' + cy' + di', mettez 

'V:É''x + c'y-i-a'i. 

Page 80 , ligne 4 , oui iz6'i),onaà tirer , lifei ou à en tirer. 

F I N de l’Errata. 
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